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序 言 


结构 和 机 械 的 振动 问题 是 宇航 、 交 通 、 机 械 , 土 建 、 水 利 等 工业 
4 到 的 问题 随 着 产品 的 更 新 换代 和 对 提高 经 济 效益 的 
设 视 ,振动 问题 急 来 愈 受到 广泛 的 关注 。 可 以 说 ,当前 在 我 国力 学 
部 分 工程 技术 估 员 中 正在 形成 一 个 学 习 、 研 究 和 应 用 振动 技 
术 和 理论 的 热潮 。 相应 地 ,近年 来 出 版 了 几 本 者 自 编 自 写 
的 振动 专车 ,国外 有 关 的 名 落 也 大 都 有 了 中 译本 . 
本 书 不 再 对 结构 振动 作 爹 面 的 叙述 ,而 着 重 介绍 四 个 专题 , 因 
此 可 以 说 本 书 是 一 个 “小 四 色 拼 盘 ”"。 这 四 个 专题 在 理论 上 和 实用 
上 部 有 重要 意义 ， 但 是 有 关 的 资料 目前 仍 大 都 散 见于 各 种 原始 文 
要 的 一 些 成 果 归 纳 整理 各 成 一 章 ， 由 于 这 
JUSTE CIE 我 只 能 在 力所能及 的 范围 内 做 些 整理 和 发 展 
Lf. 
林 书 按理 论 -FA 
“本 征 值 的 包含 定理 和 计数 定理 2?， 动 态 办 法“ 和” 链 式 结构 和 
过 转 对 称 结构 ”. 成 果 应 用 于 处 时 , 需 改变 一 
下 上 述 顺序 ， 即 给 定 一 个 结构 后 ,最 好 先 看 看 是 否 有 对 称 性 ,如 有 
对 称 性 就 利用 对 称 性 把 原 有 问题 分 解 为 一 系列 的 小 问题 .其 次 考 
是 否 可 用 小 参数 法 或 局 部 修改 法 求解 ,能 用 就 用 ,不 能 用 再 
考虑 选择 一 种 于 结构 法 .至 于 本 征 值 的 包含 定理 和 计数 定理 常 作 
为 迭代 法 的 一 种 补充 手段 ， 或 在 得 到 近似 解 后 再 用 它们 去 秸 计 本 
征 值 的 误差 。 
本 导 缺 点 和 错误 在 所 难免 ,欢迎 读者 指正 ， 
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第 一 章 预备 知识 


SLI 本 征 值 的 变 分 式 


考 虚 线 件 结 构 的 固有 振动 问题， 设 结构 已 按 某 种 方式 高 散 化 

了 .因此 这 里 我 们 只 考虑 有 限 个 (N 个 ) 自由 度 的 系统 。 命 过 是 

由 全 une 义举 标 组 成 的 列 阵 , 民 RMDU 5; oe TELE BO LEE EER 
&， 为 了 以 后 书写 方便 起 见 ,再 命 

i wh (L.L1) 

1M AXPE, VE ANK DUI NENG IRES STE D nh ns 


Kx — Mx = os (1.1.2) 


应 变 能 (势能 ) 和 
动能 不 断 互相 转化 ， 应 变 和 UC oH 


n- x kx, (1.1.3) 


E= y Ms, (1.1.4) 
在 作 分 析 计算 时 ， mr 
T= xt Me. (1.1.5) 


工 称 为 动能 系数 。 
如 果 所 考虑 的 结构 没有 刚体 和 灿 构 自由 度 《 以 下 简称 刚体 自 
由 度 ), 那 未 对 应 于 任 一 非 零 位 移 x UT 
x'KEx 0. 
这 时 的 刚度 矩阵 K 是 正定 的 ; 和 如果 该 结构 有 刚体 位 移 x 二 p (p, 
可 能 是 不 止 一 列 的 高 矩阵 ), 那 末 


Kw, 一 0， 因 而 ese, — 0. 


这 时 K 是 半 正 定 的 。 与 刚体 位 移 相应 的 本 征 值 是 2 一 0， 
对 于 许多 结构 ;有 了 振动 必然 会 有 动能 , 即 对 于 任意 的 非 零 x 


都 有 
x^ Mx > 0. 

这 时 质量 矩阵 下 是 正定 的 .不 过 ;有 些 结构 的 有 些 自由 度 可 能 没 
有 质量 *, 这 时 就 存在 非 零 的 位 移 x = Po (Po 可 能 是 不 止 一 列 的 
高 矩阵 为 能 使 

Mpa = 0, 因而 qoM, — 0. 
kite ts FCRC E he Re STA UL Pt zs E ER E TE 
言 ,刚体 位 移 po d es Rr P pe 决 不 重合 , 所 以 后 面 的 讨论 ， 如 
无 特殊 说 明 ， 恒 假定 矩阵 束 QC, M) 不 仅 是 非 负 的 , 并 且 是 确定 
的 ; 即 对 于 任意 的 x 都 有 


xTKx 20, x"Mx > 0， (1.1.6) 
而 如 果 
x"Kx 一 0， 同 时 x7Mx = 0, (1.1.72) 
HAE ， 
x= 0, (1.1.7b) 


对 于 这 类 系统 ,本 征 值 是 离散 的 ,并 且 是 非 负 的 。 
忽略 机 械 能 的 损耗 之 后 ;机械能 便 守 但 了 .这 样 便 有 


= < Kx 


«1.8 
Ie. (1.18) 
此 式 的 右 端 称 为 瑞 利 商 ， 当 = 为 某 一 固有 振 型 的 精确 解 时 ， 瑞 利 
商 给 出 相应 的 本 征 值 . 
从 (1.1.8) 式 出 发 可 得 到 本 征 值 的 变 分 式 
Qo xTKx 
d CR ra (1.1.9) 
1) 在 有 限 单元 法 中 。 MARAR — SOR RAPERE R EXE IRR I C 
位 移 ， 即 使 在 弹 筑 质 点 系统 中 。 如 果 在 弹簧 中 间 设 一 结 点 那 末 此 结 点 也 无 质 


. 


2*5 


而 对 于 最 小 的 本 征 值 Xts 和 最 大 的 本 征 值 Aaa 2 IET 
EE KE NU CAU 
ze 7€ xtMx 
事实 上 〈1.1.9) 式 取 驻 值 的 充 要 条 件 是 
ax" (Kx 一 Hbx) = 0. 
gb hc T JO FRA A BEL] E012) Ej RU 8 BIDDER RC 1. 1.9 ) 5d 
等 价 ， 但 是 在 求 近似 解 和 推导 一 般 性 的 定理 时 ， 从 变 分 式 14.9) 
出 发 常常 比 从 代数 方程 出 发 方便 得 多 ， 
如 果 xx 是 某 一 本 征 列 阵 的 近似 解 , 那 末 将 此 x 代入 (1.1.8) 便 
得 到 相应 的 近似 的 本 征 值 ， 这 种 求 近似 的 本 征 值 的 方法 叫做 瑞 利 
法 .本 征 值 既然 是 瑞 利 商 的 驻 值 , 那 末 当 所 设 的 x* 有 一 阶 小 量 的 
误差 时 ;由 瑞 利 商 得 到 的 近似 的 本 征 值 就 只 有 二 阶 小 量 的 误差 了 ， 
事实 下 如 果 命 \， e 为 一 对 精确 的 本 征 解 ， 
x= g + öp 
为 一 近似 解 ,其 中 so 为 一 小 量 , 那 来 瑞 利 商 给 出 
全 (o + 0g)" K(o + òp) 
le t 09)" Mlo + òp) 
加 
p" Mo 十 209" Mg + 097 Mm 
_ Ao! Mo + 2489 M 十 09 Ko 
9! Mo + 289" Mo + 09" Mo 
Oo Ko 
1T at Me E 15g Mg. (1.1.11) 
__ 9e Moe — 7 ar 
9" Mo + 20! Mp 
瑞 利 商 对 本 征 列 阵 误差 的 不 敏感 性 , 正 是 用 瑞 利 (里 辫 ) 法 求 本 征 
值 常常 能 得 到 满意 结果 的 根本 原因 . 
在 近似 计算 中 更 常用 的 方法 是 里 兹 法 .在 里 兹 法 中 , 先 把 待 
求 的 本 征 列 阵 近 似 地 表示 为 
x= DY + Dh H 60-0», (4.1.12) 


(1.1.10) 


jer 


d = [Dy Dr Pals 

y= Du Yast Yal" 
而 多 Er Aen RENFE NYES ges ROTE, y; 是 ? 个 待定 的 党 
数 ， 将 (1.1.12) 式 代入 变 分 式 (1.1.9)， 得 到 


(1.1.13) 


TA 
i-s MIB (L114) 
其 中 
A= p Kọ, B= ġġ Mọ. (1.1.15) 
PEAR (1:1.14) 转换 成 代数 方程 ,得 到 
Ay= 1By=0. (1.1.16) 


T 


这 样 在 应 用 里 效法 后 ;人 们 可 以 抬 原来 维 数 CN) 较 高 的 问题 近似 
地 简化 为 维 数 Co) Belit Rl. AREE AU BEME 
得 到 的 刚度 矩阵 和 质量 得 阵 ， 以 后 分 别 简称 为 里 效 减 缩 刚 度 短 阵 
和 里 效 减 缩 质量 矩阵 ， 如 果 ” =N, 那 未 公式 (1.12) 一 (1.16) 便 
是 坐标 转换 公式 
未 征 列 阵 的 正 交 性 是 一 个 很 重 E 

代数 方程 (1.1.2) 推导 出 来 的 .从 变 分 式 (1.1.9) 推导 正 交 关系 相 
当 方 便 ， 并 且 便 于 推广 到 连续 系统 的 情况 去 (例如 见 文献 [1] 
52.18)， 命 (45 Bi) RI Cui, e) ARAFE: 


Kqi — 4i Mgi.— 0, 1— i, f (1.1.17) 
因而 有 
eiKp jij 
一 一 5H LS (1.1.18) 
TM uS 
现在 取 
x= api T fei, (1.1.19) 
而 用 里 效法 来 求 本 征 值 ,将 C119) RRA 1.1.9) 式 ,得 到 
L= st aK d KB ER (1.1.20) 
$5 M; + 2M af. e iM i 
其 中 


Kua = piKen, Mu = PIM Pu; h m— jo O42D 


将 (1.1.20) 式 化 为 代数 方程 ,得 到 
Kia +K — AGM je + Mb) — 0, 


Kja + Kib — AGM ja t ;M iB) = 0. SED) 
根据 题 设 ， 
a= u a l, 8 一 0 
1-4, 6-0, £71 
是 方程 (1.1.22) 的 两 组 保 , 即 
;Ki — MMi=0, Ki — Mi=, 
Kic WMi = 0, ;Ki — MIMj 7 0, (2 
由 此 可 知 ,如 果 2 3e s 那 末 必 有 
Kj 0, iMi= 0, (1.1.242) 
B 
qi Koi = 0, gi Mp; = 0. (1.1.24) 


如 果 某 本 征 值 4 是 特征 方程 的 双重 根 ， 那 未 齐 次 方程 (L12) 

便 有 忆 个 独立 的 解 。 设 它们 是 
x= [d do, dul e d. (1.1.25) 
页 张 成 的 空间 是 与 4 对 应 的 本 征 空间 ,一 般 说 来 , 四 中 的 各 列 并 
不 一 定 正 交 .不 过 在 这 种 情况 下 只 要 @ JE mox m RARE 


o= pa (1.1.26) 
仍然 张 成 与 由 相同 的 本 征 空间 。 EAER a RIRE 0 
q'Ko 一 HRU, p Mp 二 对 角 阵 . (1.1.27) 
这 样 @ 中 的 各 列 便 构 成 本 征 空间 中 的 正 交 基 , EXEAT 
38. 
直面 再 证 明 一 下 , 任何 一 个 本 征 列 阵 (或 空间 ) gi 88 sd s 
位 移 pa EZ. 这 是 因为 
Ko; — Me; = 9, 


1) 在 文献 [6] 中 提 到 了 本 征 


基 的 存在 和 求法 的 一 些 历史 文 南 


Qr Ko, = Aoi Mpo = 0. (1.128) 


对 于 任 取 的 一 组 独立 的 纯 静 态 位 移 ,其 中 的 各 列 也 未 必 正 交 .。 
但 和 重 根 的 情况 类 似 , 通过 适当 的 怎 阵 变换 ,我们 能 够 使 we 中 的 
各 列 正 交 , 即 


iK, = HHE, p Mpa 一 0. (1.1.29) 

这 样 pe 中 的 各 列 便 构 成 纯 静 态 位 移 空 间 中 的 一 组 正 交 基 ， 这 样 
的 正 交 基 也 不 止 一 组 . 
到 这 里 我 们 介绍 了 本 征 列 阵 、 本 征 空间 中 的 正 交 基 和 纯 静 态 

位 移 空间 中 的 正 交 基 等 三 种 列 阵 .现在 约定 一 个 统一 的 记 法 . 本 
征 列 阵 和 本 征 空间 中 的 正 交 基 列 阵 一 艇 记 为 gi, 与 gi 对 应 的 本 
TERIBA a, FER i 从 1 开始 编号 ,并 按 为 从 小 到 大 的 顺序 排列 ， 
即 


4 mS ERA, 
同一 本 征 空 间 中 的 两 个 基 列 阵 w 和 qi 对 上 
^u, 它们 的 先后 顺序 可 定 ， 纯 削 态 位 移 空间 中 的 一 组 正 交 
WITH Pos 其 中 的 答 列 记 为 ph, pas, eS 70, UD 
Pa = [pes Pos", 9577]. (11:31) 
下 面 再 约定 二 个 归 一 准则 。 对 于 eG S oo, 以 下 同 ), 一 概 
按 动能 系数 归 一 ,于 是 有 


(1.1.30) 


ei Ko; = x, er Mo; = 1. (1.1.32) 
XUP HUE AE gs, 由 于 没有 动能 ,内 能 按 应 变 能 归 一 ,于 是 有 

QiKo, = IL qM, = 0. (1.1.33) 
其 中 了 为 单位 矩阵 ， 这 样 gi, quos eo vo 便 构 成 一 组 完备 的 
正 交 双 归 一 基 >。 由 这 个 基 构 成 的 矩阵 

B= [p 9,777, Pus Pol (1.1.34) 
称 为 (广义 ) 振 型 矩阵 ,又 称 正则 模 态 矩阵 。 振 型 矩阵 能 同时 便民 
30 M 对 角 化 


“Kọ = dag[A, à, 14, 15777, 1], (01435a) 


1) 双 归 一 是 指 gi 按 动能 归 一 , s 按 应 变 能 归 一 . 


^M = diag [1, ss 15 0,7, 0]; C1,1,35b) 
plea 可 per du 
MZ ps 1 TALIA oe RT VA IE 38e D 展开 
atm DE n qf e paëa oo H Puu ques (1,136) 
AM p Rat 
div p! Mx, ic d n, (1.1.374) 
dar eux, (1.1.37b) 
应 变 能 和 动能 系数 是 坐标 列 阵 x 的 二 次 函数 ,因此 一 般 说 来 
苍 加 原理 不 适用 ,但 如 果 把 x 表示 为 正 交 双 归 一 基 的 线性 组 合 ， 
H (1.1.36) 式 , 那 末 应 变 能 和 动能 系数 便 可 和 登 加 , 即 


x"Kx = ME T EZEL, (1.1.382) 
del 

xTMx = 5E. (1.1,38b) 
1=1 


正 是 由 于 应 变 能 和 动能 系数 的 可 和 加 性 ， 才 使 得 对 正 交 双 归 一 基 
的 展开 式 (1.1.36) 在 许多 问题 中 显得 特别 有 用 . 


812 ， 简 谐 载荷 作用 下 的 强迫 振动 


孝感 多 自由 度 系 绕 在 简谱 藏 荷 作用 下 的 强迫 振动 问题 ， 命 外 
3800820 fe^", WIRZ2U ze, 振幅 x 满足 下 列 代数 方程 


(K — iM)x=f, (à — a), (1.2.1) 
由 此 立即 得 到 形式 解 
xc RO, (12.2) 
其 中 i 
RO) = (K — 1M)". (1.2.3) 


IERE OK — AM) "8n Pu fico RU BE AER HEBE RO) 是 动 影响 系数 
HEE, RRT Ri 是 编号 为 7 的 单位 力 所 产 生 的 编号 为 i 的 位 
RO) 又 叫做 动 邓 度 矩阵 在 数学 上 RO) 叫做 预 解 式 。 


如 昌 我 们 的 问题 是 只 要 计算 少数 几 个 丸 值 时 的 响应 。 那 末 通 
常用 解 联 立 方程 的 办 法 或 用 求 逆 矩阵 的 办 法 便 可 以 了 ,但 如 果 我 
们 需要 分 析 计 算 4 对 x 的 影响 那 末 对 许多 个 4 值 分 别 进行 计算 
就 不 胜 其 繁 了 .这 时 需要 把 RO) 表示 成 便于 计算 的 函数 式 ， 这 
样 的 函数 式 是 

Ra) 一 > e + Pops (1.2.4) 


这 个 公式 可 利用 振 型 矩阵 钊 的 特性 (1.1.35) 证明 如 下 ， 先 用 
PU JØ X3 
R= K— M, 
得 到 
P'RO = BK ME 
= diag[ 4 ~ A, Aa — Apie p Au — 4,1, * 55,1], 


RKA A 
DIRE dng |t 
WEP, 最 后 得 到 
= ġdi Tec spetta A T 
R = dig les TE rijo. (1.2.6) 


此 即 公式 (1.2.4). 
将 公式 (1.2:4) 代入 (1.2.2), 得 到 响应 的 表达 式 


(1.2.7) 


mI 振动 的 动 响应 与 纯 静 态 位 移 的 静 响 
应 的 登 加 ， 所 以 利用 此 式 求 响应 的 办 法 常 叫做 模 态 莹 加 法 . 
a 
当 
a= E ef 8) 
Wis EDT (12.7) 式 中 有 一 个 分 数 等 于 eo; pu a E 
种 情况 在 力学 上 叫做 共振 按照 代数 学 中 严格 的 说 法 ; 应 该 说 这 


eggs. 


时 的 响应 x REE. 
外 加 频率 等 于 图 有 频率 不 一 定 发 生 共 振 。 设 是 特征 方程 
的 单 根 ， 如 果 
1= 1 wf= 0, (1.2.9) 
那 未 共振 不 会 发 本。 这 是 因为 010 是 一 个 不 确定 的 量 ;公式 (2.7) 
353) 


e= pë, LL (oif), (12.10) 


zi 
ir 


式 中 总 是 一 个 不 确定 的 常数 ， 此 式 的 第 一 项 是 齐 次 方程 
i (1.2.11) 
的 通 解 ,而 后 面 儿 项 是 方程 (1.2.1) 的 一 个 特 解 。 
再 设 是 特征 方程 的 重 根 ， 命 sns, s 都 与 4, 相等 ,而 其 
REI Ac 与 % 不 相等 ， 这 时 如 果 


A—4A, E [ns e, "f = 0, (1.2.12) 
那 末 便 要 发 生 共振 ,但 如 果 

a= a B [onu ouf = 0, (1.2.13) 
那 末 共振 不 会 发 生 , 而 有 


xc eiie, 5 quee + oes(oif), 
fu du 


ikem 


(1.2.14) 


AB Ereet, En 是 不 定常 数 ， 公式 (1.2.14) 中 的 前 几 项 是 齐 次 方 
程 (1.2.11) 的 通 解 而 其 余 的 项 是 方程 (1.2.1) 的 一 个 特 解 。 

现在 进一步 卷 丰 分 布 情况 与 上 相同 的 一 类 外 载荷 pF, Herh p 
是 一 个 可 变 的 参数 ,参数 2 可 看 作 是 一 个 广义 力 , 而 f 规定 了 它 的 
分 布 情况 ,与 # 一 1 对 应 的 广义 位 移 (也 就 是 与 p 对 应 的 动 凶 
庭 ) 定 义 为 


w=f7x. (1.2.15) 
"C 的 展开 式 是 


(c) 无 刚体 自由 度 ; 有 纯 静 态 自 由 度 
图 1.2.1 典型 的 频率 响应 曲线 


WS Tewi E, (12.16) 
i= SE y 
当 外 藏 答 的 频率 MV 变化 时 ,* 是 4 URN. BICI ILI 
SERR”. e pi A 而 变 的 曲线 图 形 大 致 如 图 1.2.1 EA (假定 
所 有 的 eg8F 都 不 等 于 零 )。 当 无 刚体 自由 度 时 ;uC0) > 0; 当 有 出 
体 自由 度 时 , u(0) = — co," 当 无 纯 欧 态 自由 度 时 ; nCc0) = 一 0; 
当 有 纯 静 态 自 由 度 时 ，&(co) 等 于 一 有 限 的 正 值 。 当 AERE 
征 值 4 的 附近 时 ，|z| 一 般 就 很 大， 这 便 是 所 谓 共振 ， 要 使 共振 
不 发 生 , 必 须 (1.2.9) 或 (1.2:13) RX BIRERE AIR? 
作 功 .在 有 共振 时 ， 当 A 咽 过 本 征 值 Th u M 十 co WE —co, 
在 其 它 的 地 方 , * 是 1 的 递增 函数 。 
从 图 1.2.1 可 以 看 到 ,在 公式 (1.2.16) 中 出 现 的 相 久 两 个 园 有 
频率 之 间 必 有 一 个 频率 能 使 
uc 0, (1.2.17) 
BO JE ICRA ZK A L ETE. XE 
CRISE TU I RR 
有 武 验 闪 范 希 定 ， 加 力 点 的 振动 幅 值 志 必须 达 
到 一 个 台 ( 或 激 振 
造成 试验 设备 


Hh 
器 ) 中 的 电流 3 
和 试 件 的 损坏 ， 


$5 x p 
学 的 变 分 原理 及 其 应 用 ,科学 出 版 社 ， 1981 年， 
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第 二 章 “小 参数 法 和 局 部 修改 法 


$21. 孤立 本 征 值 的 小 参数 法 


一 个 振动 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 ， 是 该 系统 的 刚度 矩阵 
和 质量 矩阵 的 函数 . 当 这 两 个 矩阵 有 小 变化 后 ,频率 和 振 型 必 有 
相应 的 变化 。 本 章 前 几 节 的 目的 就 在 于 研究 这 些 变化 .为 了 便于 
讨论 , 命 


K= K+tek, M= M+ eM, (2.1.1) 
Ah e 是 一 个 小 参数 .与 8 — 0 对 应 的 系统 称 为 UR £s. K A 
驳 是 原 系统 的 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 .8 及 ,和 eM, 代表 两 者 的 变 
化 ;| 本章 前 几 节 介绍 的 方法 都 立足 于 s 是 二 个 小 量 ， 因 此 统称 为 
小 参数 法 ,又 称 摄 动 法 . 按照 原 系统 的 本 征 值 是 否 为 特征 方程 的 
单 根 和 是 否 与 相 邻 的 本 征 值 保持 不 小 的 间 忠 ， 需 要 应 用 三 种 不 同 
的 小 参数 法 . 
本 节 先 考虑 原 系统 的 本 征 值 ?是 特征 方程 的 单 根 ,并 且 它 与 
相 邻 的 其 它 术 征 值 有 一 个 不 小 的 间距 的 最 简单 的 情况 . 
在 这 种 情况 下 , 当 很 小 时 ; 本 征 值 和 振 型 者 只 有 小 变化 , 并 
且 各 有 展开 式 
Ape ol ue c Age? te, 
9; = en T eue + eue + sss, GR 
tn 和 pn 是 原 系 统 的 本 征 值 和 振 型 ;hj 和 p. 是 本 征 值 和 振 型 对 
5 的 导数 ,为 了 决定 展开 式 中 的 各 个 系数 , 可 型 用 小 参数 法 。 将 


1) 在 以 下 几 类 问题 中 人 


到 参数 的 小 变化 : 结构 的 小 修改 刚度 矩 阵 或 质量 答 陈 


的 逐步 改进 ?制造 度 分 析 * 用 逐步 逼近 法 作 优化 设计 ， 用 逐步 天 近 湛 
FERIDA: 5 


展开 式 (2.1.2) 代入 基本 方程 
[COR 十 eK.) — 4M + 60) 1e; = 0 (2:3:3) 
和 归 一 条 件 
PHM eM); = 1, (214) 
将 所 得 结果 也 按 e BOREUCHEUE. 我 们 希望 不 论 。 等 于 何 值 (当然 
是 在 小 量 的 范围 内 ) 上 列 方程 部 能 得 到 满足 。 这 就 要 求 。 的 各 次 
宕 的 系数 必须 分 别 等 于 霍 。 这 样 便 可 得 到 一 系列 的 方程 , 可 用 于 
依次 决定 2p qn; ti on FETAI 
取出 方程 (2.13) 2.1.4) rece" 的 系数 ,得 到 
(Ks — rn) on = 0, Qs) 
gphMpn = 1. 
这 是 原 系 统 的 方程 正如 所 预期 的 ,15 和 gi 是 原 系 统 的 本 征 值 
取出 方程 (2.1.3), (2.1.4) 中 e 的 系数 ,得 到 


(Ko — A, Mei = fi; (2.1.62) 
eh Mea — — ei phM.qpin, (2.1.6b) 

其 中 
fj = Kipp + ApMign + An Min. (2.1.7) 


要 从 方程 (2.1.64) R pi 相当 于 解 一 个 强迫 振动 问题 :由 于 o 是 
二 个 本 征 值 ; 在 二 般 情 况 下 会 发 生 共 振 而 使 方程 (2.16) 无 解 . 要 
使 共振 不 发 生 必 须 有 
gifa = ph(— Kon + topn + AnMypp) = 0. (2.1.8) 

由 此 即 可 解 得 
— giUG — MOS on(K, — 1oM) pn. (2.19) 

hM 
据说 这 个 公式 是 首先 由 Jacobi! 得 到 的 .根据 这 个 公式 ,只 要 知 
道 了 原 系统 的 振 型 po, 便 可 简单 地 计算 1a. dE (2.1.8) 式 成 立 的 
前 提 下 ,方程 (2.1.6) 有 解 .具体 解法 可 有 以 下 几 种 ， 

如 果 原 系 统 的 全 部 本 征 值 和 振 型 都 已 求 得 ， 那 末 可 把 pi 按 


An — 


$1 


原 有 振 型 展开 


= estf enti. (2.1.10) 
根据 方程 (2.1.6b) 和 (2.1.62) 可 依次 求 得 
ho —  elMes; (2.1.1124) 
ER 一 elf, (2.1.11b) 
Monde 了 时， 人 Q.L1e) 


如 果 未 曾 求 得 原 系统 的 全 部 振 型 ， 但 已 求 得 了 所 有 比较 重要 的 振 
型 ， 那 末 在 公式 (2.1.10) 中 保留 已 求 得 的 gw 和 pu TERR 
得 的 gm, 可 得 到 gi 的 近似 值 . 

如 采 只 求 得 原 系统 的 少数 几 个 振 型 ， 那 末 公 式 (2.1.10) EE 
法 应 用 。 这 时 只 能 根据 方程 (2.1.6) 去 求解 9u. H Ap 为 特征 方 
程 的 单 根 时 。(2.1.6a) 中 有 一 个 方程 是 不 独立 的 ,而 (2:1.6b) 正好 
补足 了 所 缺 的 方程 。 对 于 比较 简单 的 问题 ， 人 们 事前 能 估计 到 
(2.1.62) 中 哪个 方程 是 不 独立 的 ,这 样 便 可 在 (2.1.6a) 中 划 去 该 方 
程 而 从 留 下 来 的 方程 去 求 wa。Nelsonca 曾 试 用 过 这 个 方法 ， 不 
过 这 个 方法 有 两 个 缺点 ,其 一 是 方程 的 系数 矩阵 不 对 称 ,其 三 是 如 
果 事 前 无 法 肯定 哪个 方程 不 独立 ,这 个 方法 就 根本 不 能 应 用 。 

在 一 般 情 况 下 可 以 采用 如 下 的 办 法 ， 用 pn M gn BIS 


(2.1.6b) (其 中 un 为 一 常数 ), 然 后 将 所 得 结果 加 入 (1.68), 可 得 
到 


(K, — tn + pn Moin M) pn 
1 
= fs — palopnph Mon. (2.112) 


由 此 即 可 唯一 地 决定 pa， 这 可 证 明 如 下 , 设想 将 en 按 原 系统 的 
WERT s Ju (2.1.10) .将 (2.1.10) 代入 方程 (2.1.12) ,利用 振 型 
的 正 交 双轨 一 性 质 即 可 得 到 以 前 的 公式 (2.1.11)。 此 即 表明 方程 
(21.12) 有 唯一 解 ， 方 程 (2.1.12) 中 的 an 是 一 个 不 定常 数 ; 可 根 
WOLKE EE, 以 便于 方程 的 求解 。 例 如 当 4 闪 0 有 时 , 可 


。15 。 


is] 


取 pn = Ap.  Fox-Kapoor 尺 过 一 组 方程 ， 相 当 : 逢 在 方程 

(2.1.12) 中 取 aa = 2. 但 是 根据 同名 数 才能 相 加 的 原理 ， 不 

能 取 为 无 名 数 ,因为 ei 的 量 纲 必须 与 4 相同 

取出 方程 (2.1.3)，(2.1.4) 中 8? 的 系数 ,得 到 
(Ko — tol) en Tf, 


- E (2.1.13) 
PhMh pi = — E Celo, + 29hM on), 5 
其 中 
fa — — Kion ^ ApMen + Wo 
Y ha Mipnp + 1p Moipjo. (2.1.14) 
这 组 方程 与 方程 (2.1.6) 属 同一 闫 型 ,所 以 可 以 用 相同 的 办 法 求 出 
As I pn. 


类 似 他 , 取出 方程 (2.1.3), Q-4) 市 的 系数 。 可 得 到 一 组 
方程 用 于 决定 p 和 wps， 以 下 类 推 ， 在 实际 工作 中 大 多 只 计算 到 
ij T pn, 偶尔 也 计算 到 2 和 pp, 但 很 少 计算 更 高 次 的 系数 . 

正面 介绍 的 是 代数 本 征 值 问题 中 常见 的 小 参数 法 .在 Bellman 
的 专著 LT] 中 已 提示 了 展开 式 (2.1.2)， 各 个 系数 的 详细 的 算法 则 
BUT Chen-Wada dj [8] 和 张 德 文 , 王 龙 生 的 [51. 

在 实际 工作 审 公 式 (2.1.9) 应 用 得 很 多 。 由 于 它 的 重要 性 ;下 
面 再 介绍 二 种 根据 变 分 原理 的 推导 方法 . 这 个 方法 初 见 于 Wit 
trick 的 [141。 BEL EA SP E Ar E 

一 P Ky; 
y= FI (2.1.15) 
根据 这 个 算式 ,我 们 可 以 把 u AWE K, M, qj 的 函数 , 而 gi 本 
SOLE Km M GERD GARS K i M e K 和 本 的 基础 上 有 
一 阶 小 量 的 变化 


èK —sK,, oM = eM, (2.1.16) 
之 后 , 4 在 in 基础 上 的 一 阶 小 量变 化 02; 可 分 解 为 三 项 之 和 
81; = Drdy 03; T Og, (2.1.17) 


Ep 6M 引起 


式 中 611; 代表 直接 由 OK BEWE, at; F3 


. 16r 


的 变化 ， 而 0.2; 代表 通过 0e; 而 引起 的 间接 的 变化 .但 是 根据 
$1.1 市 变 分 式 (1.1.9) TA pp 使 瑞 利 商 取 驻 值 ， 因 而 在 一 阶 小 
量 的 范围 内 必 有 
83 = 0. (2.1.18) 
这 样 公式 (2,1.17) 简化 为 
92; = Sily H 038, (2.1.19) 
而 根据 公式 (2.1.15) 有 
9j enoKgps 0; eMe 
D Popo ^ As eMe 


(2.1.20) 


ay = POK — Hn M)p REK — apd Mep (2120) 
iM 
再 将 (2.1.16) 代入 (2.1.21), 并 注意 到 
an= lm 2i (2.1.22) 


便 可 导出 前 面 的 公式 〈2.1.9)。 公式 (2.1.20) 的 右 端 具有 明显 的 力 
学 意义 ,它们 代表 振 型 不 变 时 的 应 变 能 比 和 动能 系数 比 。 

如 果 5 区 是 一 个 非 负 矩阵 ?, 则 说 这 种 变化 是 刚度 增 大 (六 增 
大 ); 反 之 ,如 果 5 是 一 个 非 正 撼 阵 , 则 说 刚度 减 小 (长 减 小 ). 类 
似 地 , 当 oM WEHEN WHARA (MEAK), mi oM. 
为 非 正 矩阵 时 ， 则 减 小 ( 慑 减 小 )。 根 据 上 述 定义 ; 增 大 刚 
度 或 减 小 质量 总 使 固有 频率 提高 或 不 变 ， 而 减 小 刚度 或 增 大 质量 
总 使 固有 频率 降低 或 不 变 ， 从 力学 上 看 ,增加 某 个 弹簧 的 刚度 , 增 
加 梁 ` 板 、 壳 等 元 件 的 弯曲 刚度 ,都 属于 增 大 刚度、 增加 某 质 点 的 质 
是， 增加 某 结构 元 件 的 密度 ,都 属于 增加 质量 . [Ec KC M. 
矩阵 中 对 角 线 外 的 某 个 元 的 数值 就 不 一 定 是 使 该 矩阵 增 大 。 


$22 重 本 征 值 的 小 参数 法 
上 节 讨 论 的 方法 只 适用 于 原 系 统 的 Ag 是 特征 方程 的 单 根 的 


1) 一 个 实 对 称 
0 (aT Axs0), 


扎 称 为 非 负 的 ( 非 正 的 ), 如 果 对 于 任意 的 实 列 阵 x* 有 aT Ax 


DEVE 


情况 ， 本 节 再 来 讨论 原 系 统 的 i 全 1 SRI e 是 彼此 相等 
的 重 根 的 情况 . 此 种 情况 下 的 小 参数 法 是 不 久 前 才 由 Haug-Rous- 
seleto, piagge Supe e Cxc [2] ME [31 $2.10) 彼此 独立 地 
解决 的 , 对 称 结构 ,频率 优化 结构 以 及 其 它 比 较 复杂 的 空间 结构 ， 
重 本 征 值 的 情况 ， > 这 种 情况 有 了 两 个 重要 的 特点 ， 其 一 是 
刚度 给 阵 或 质量 矩阵 变化 后 ， 原来 相等 的 一 组 本 征 值 COE 可 
能 分 离 为 多 个 不 等 的 本 征 值 un Aa (其 中 可 能 仍 有 低 阶 的 重 根 ). 
是 同 编号 的 新 旧 两 个 本 征 列 阵 之 差 
Api = pi 9p, iik 
不 一 定 是 个 小 量 ， 我 们 先 来 看 一 个 简单 的 例子 ， 


(2.2.1) 


图 221 


vog. ae np 2.2:1 BER HU E EAS PH USE SP TT R 
动 问题 .这 是 二 个 二 自由 度 的 系统 , 它 的 振动 方程 为 


[exe la 2i — kn — àma = 0, 
Ar — jn HF 6 ka = ims = 0, 


ZEZA RB 
(D) k=k=k=k 这 时 两 个 本 征 值 相等 


"di 


ww "777 


ur AEA TRUE UIU 
uae ge A 加 
(2) 4 o c 0b, bm m OR 


1 0 
n7 3E SL (1) o 36 VE [*]. 
2m 


2m 0 1 

(b) 
(3) m mk, k= kt ok, Xit 

i [i V 3 

= 3k + 28k, 2 |. 3k. ou 

a npe [7 ME 3 Aa T [21 1 
TET SEKAN 
(O) 


从 此 例 可 以 看 到 ,从 (a) 变 到 (b), 一 个 本 征 值 不 变 , 一 个 本 征 值 
只 有 小 变化 , 而 本 征 列 阵 不 变 ， 从 (a) WE C), 尽管 同样 是 一 个 
本 征 值 不 变 , 一 个 本 征 值 只 有 小 变化 ,但 是 本 征 列 陈 却 有 不 小 的 变 
4t. 


同 编号 的 新 上 两 个 本 征 列 阵 之 差 可 能 不 是 小 量 ， 这 一 事实 也 
可 以 从 数学 上 得 到 解释 ,把 e; 看 作 是 。 的 函数 ,并 为 了 突出 这 一 
关系 ， 把 它 改 写成 为 gj(e)， 当 6 趋 于 0 时 qi(s) 趋 于 一 个 极限 
P0). 这 个 pi(0) 不 一 定 就 是 原来 的 wii ， 这 是 因为 在 重 本 征 值 
的 情况 下 ， 当 初 选 定 gio,…'; 时 有 一 定 的 随访 性 ;当初 随意 
Ves RS go 显然 不 大 可 能 恰好 等 于 后 来 决定 的 gj(0)， 但 是 有 一 
点 可 以 肯定 , 与 gp;(0) 对 应 的 本 征 值 必 是 原 系统 的 重 本 征 值 。 这 
359] pCO) 是 下 列 方程 的 解 
(K,— hoM)p(0) = 0, (2.2.2) 
式 中 为 了 简明 起 见 用 As REESE Aue, ss dae. 在 重 本 征 值 的 
展现 下 ,方程 《2.2.2) 的 通 解 是 由 pios pro 张 成 的 本 征 空间 ,所 
U pi C0) 必 小 在 这 个 本 征 空 间 内 ,因而 o C0) 必 可 表达 为 
7 b (2.2.3) 


aN POE aia 
Vp Hi po sep p | 


dv = Lpo t 7, 91]; 24) 
ap = [oh ahl. 
ap 是 一 个 特定 的 矩阵 ， 由 此 可 知 ; 34 6 DUNT, ART % 有 如 下 的 


展开 式 ~ 
ip = ha H Age H Ape! 二。 


(2:2:5). 
Pi = Dtp T eue 十 al n 
在 i i 二 iudi da NM 
= lt Ae t dee 十: (2.6) 


i DVi t due ck duet 
n Tf (k — it 1) 阶 的 单位 矩阵 ,而 
An = diagl dims 7*5 and; 
dis — Uem; — (2.217) 
Yi — lan stol. 

ET AR dox e WEAR SUELE RT DL OS TREES 的 小 参数 法 
依次 决定 Aus Yo Ans dus cs 为 此 将 展开 式 (2.2.6) RAER 
方程 i 
(Ki + &K,)0 — (M, + eM)OA = 0 (2.2.8) 
和 和正 交 归 一 条 件 

Qd" CM, + eM) = 1, (2.2.9) 
然后 命 方 程 中 8 ROAEUCRE RO AICAY BUS AE. 

取出 方程 (212.8)， (2.2.9) 中 ?的 系数 ,得 到 

(Ki — aM), = 9, (22.104) 

Vipi MY = T. (2:2.10b) 

jig po EN (2.24), 方程 (22.104) 已 经 满足 ,而 (2.2.10b) 简 
Ek yir, = (22:40) 


BD Y, 应 是 一 个 正 交 答 阵 , 
WADE (22.8). Q.2:9) rp e 的 系数 ,得 到 
(K, — Md. = Fi (2.2.12a) 


VRM > — Yu Man, 


Ew OL 
F= Kir LM + Maas. 


22:2: 


(2. 


12b) 


2.13) 


要 从 方程 (2.2.12a) ORIG diu, 相当 于 求解 — ip 1) 个 强迫 振 
动 问题 .由 于 和 是 一 个 重 本 征 值 ， 人 


方程 (2.2;124) 无 解 。 要 使 共振 不 发 生 ,必须 有 
7 JF, — 0, 
RI 
Aur, — YA = 0, 

其 中 | 
人 (一 
方程 (2.2.14) i—i (t — i 1) 阶 的 标准 
中 的 各 列 是 待 求 的 本 征 值 和 本 征 列 阵 ， 礼 程 (2:2.14) X6 
二 条件 〈2.2.11) 便 可 决定 A, F Yo, As 中 的 本 征 什 
定 从 小 到 大 排列 。 如 果 方 程 (2.2.14) TEREE H 
的 i 和 Yo 是 唯 二 的 .， 如 果 方程 (2.2.14) 有 重 本 征 什 ，, 


有 相应 程度 的 不 确定 性 ,下 面 为 也 简明 起 见 , 假 定 方程 2. 


ERIE. 


AR Y, PRI ERRARE 278 212a) MET. 


的 解法 和 上 和 节 差 不 多 ,主要 有 两 种 。 如 果 原 系统 的 本 征 
都 已 求 得 , 那 末 可 将 内 按 原 有 振 型 展开 为 ? 
d. dX] Pr? H Pens? 


nick 


根据 方程 (2.2.12b)，(2.2:12a) 可 依次 求 得 
一 Mb 


Bf ub, 


和 eo 的 列 数 ， 


(2. 


244) 


(2.2.15) 


值 和 


征 值 问题 ,4 和 
同 正 交 归 


Yu 
2.14) 无 


具体 


(2.2.16) 


21 


1) Ya, 8: fü 5r 都 是 具有 (kit 1) 列 的 矩阵 ， 它 们 的 行 数 分 别 等 于 wo Pro 


xaxi—AW. i= Pok , (22.17) 


As) — 4o 

如 果 只 求 得 了 原 系统 的 少数 几 个 振 型 , 那 末 公式 (2.2.16) 便 无 法 
应 用 。 这 时 只 能 根据 方程 (2.2.12) 求解 da, DE (2.2:124) 中 有 
(i 1) 个 方程 是 不 独立 的 ,而 (2.2.12b) 正好 补足 了 所 缺 的 
方程 。 但 是 方程 (2.2.12a, b) 合 在 一 起 ,方程 数 超 过 了 未 知 数 ， OR 
解 很 不 方便 。 可 以 仿照 上 节 的 办 法 导出 不 多 不 少 的 方程 ， 在 方程 
(2.2.12b) 两 端 前 乘 Ys 利用 和 Yo 的 正 交 性 有 

WU = — iMd. (22.18) 


diu E eot lio Qt — ie 1 Ente SUBE, 其 中 的 各 
NER S A IR. 用 s Mab UR 22.18), 3E IER A 
结果 加 入 《2.2.12a), 得 到 
(KG — uM, + p Mob Ms 
LlB- 本 mM M pY. (2.2.19) 


MEDET E da. BREMER di 展开 如 (2.2.16) 式 ， 
那 末 从 方程 C19) 仍 能 导出 以 前 的 公式 (2.2.17). 
取出 方程 (2.2.8), (22.9) 中 名 的 系数 ,得 到 
(Ki — M) — Fa, 


vidi Mab, = — E (Pi Mah + BMG), CRD) 


其 中 


F, = — Kd + Mi + Mibi 
+ MYA, + MohoYod, (2.2.21) 
这 组 方程 与 方程 (2:2.12) 属 同一 类 型 ， 所 以 可 以 用 相同 的 办 法 求 
人 和 du. UFR EPOR. 
由 于 实用 上 的 重要 性 ， 下 面 再 介绍 一 种 根据 变 分 原理 推导 方 
E (2.2.14) 的 方法 。 根 据 展开 式 (2.2.5), 9i 可 改写 成 下 列 形式 
e; = Dap + êp i E e (2.2.22) 


式 中 的 0v; 基 一 阶 小 量 而 doe 相当 于 上 节 公式 中 的 go. 和 上 
HE oy 仍 可 分 解 为 三 项 之 和 ， 如 公式 (2.1.17)， 并 且 由 于 同 
样 的 理由 可 证 明 (2.1.18) 式 成 立 。 这 样 根据 算 式 (2.1.15) 有 
Hx. add OK — 1,0M)dsan 
: abo Mises 
本 人 
Ahaio 
此 式 中 的 an 还 是 未 定 的 ， 根 据 变 分 原理 的 要 求 ,未 定 的 参数 或 系 
数 都 应 该 使 本 征 值 取 驻 值 ， 这 样 上 式 可 进一步 明确 为 
oe BOOK — u M) fo 
a aith bu 
在 此 公式 让 我 们 省 去 了 1 和 wm 的 下 标 j 这 是 因为 此 式 共 有 Ot — 
ir DARE (如 有 重 驻 值 则 计 及 其 重 数 )， 它 们 恰好 是 待 求 的 
(一 2 二 1) 个 bhea Dk 
将 变 分 式 (2.2.24) 化 为 代数 方程 ,得 到 
LØK — WM) pla — 02a, = 0. (2:2:25)) 
这 个 方程 是 与 方程 (2.2:14) 等 价 的 . 


8 = (2.2.24) 


$23 ”本 人 征 值 组 的 小 参数 法 


最 后 我 们 来 考虑 1o 虽然 是 特征 方程 的 单 根 ,但 它 与 相 邻 的 几 
个 未 征 值 相 差 不 大 的 情况 .这 时 单 从 数学 上 考虑 仍 可 假定 (9; 一 
e) 是 个 小 量 ， 并 有 展开 式 〈2.1.2) 这 是 因为 从 公式 (2.1.10)， 
Q.131) 可 以 看 到 ， 只 要 4 不 是 重 根 ， 当 | 足够 小 时 总 可 以 使 
(e; 一 en) 的 模 小 于 任意 给 定 的 二 个 小 量 。 但 是 从 实用 角度 看 ， 
工程 上 总 是 在 处 理 有 限 小 的 而 不 是 无 限 小 的 。( 见 有 限 小 的 eK 
MAMUN eM). EIEH to 与 相 邻 的 本 征 值 Aio R Age) 
WAEN (Pi 一 en) 比 之 于 en 就 不 是 个 小 量 了 。 所 以 对 于 这 
种 情况 ,实用 上 需要 特殊 处 理 。 这 个 问题 的 重要 性 虽然 早已 觉 宝 ， 
但 一 直 未 有 妥善 的 处 理 办 法 . 下 面 我 们 提出 一 种 新 的 小 参数 法 ”， 

D 


MM Fm 


ME suas 是 原 系统 的 一 组 很 接近 的 (一 二 站 
个 本 征 信 (人 对话 其 中 有 些 本 征 值 相 等 );， 而 qos oo Peo 是 相应 的 
本 征 列 阵 ; 记 

A = diag[ Aio, ** > Al, 
ds — [n 99]. 
Tide Zo IN [68 E RAE EREA 
às i iP. 
为 了 书写 方便 和 使 公式 醒目 起 见 ， 以 后 有 时 将 省 去 下 标 i 而 简写 
为 


(2.34) 


i-a, p= pn 1 为 i ~ 中 的 某 一 个 . (2.3.2) 

TER p KRT 5 4 对 应 的 一 个 本 征 巴 空间。 和 重 本 征 值 

的 情况 类 似 : 当 民 和 M Ks M HIM eK, 和 seal 后 ;本 征 

列 阵 的 变化 可 能 不 小 ， 但 可 以 认为 新 旧 两 个 本 征 也 空间 的 类 角 还 

是 小 的 ， 设想 把 新 系统 的 本 征 列 阵 e 对 原 有 的 本 征 子 空间 作 正 
交 分 解 


p= ha t 36, (2.3.3) 
$:M,oo = 0, di Ko = 0. (2.3.4) 
根据 上 面 的 说 明 , o 是 一 个 有 限 的 列 阵 , 与 8 有关, 而 09 是 一 个 
与 同 价 的 小 量 ， 所 以 采用 了 一 阶 小 量 的 记 法 。 现 在 我 们 先 来 设 
法 决定 m. 
与 新 系统 对 应 的 变 分 原理 是 
a (ast op) (Ko + eK (du t+ 5$) (55) 
a50 (om + 09) (M + eM1) (doto + 59) 
在 此 公式 中 咯 去 三 阶 以 上 的 小 量 ,再 利用 正 交 条 件 (2.3:4) 后 ,有 


本 2 
=E ECM, F e Md aF 


这 里 的 # 是 4 的 一 种 近似 ; 其 精度 达到 e 9 WM, 1.3.6) 
化 为 代数 方程 得 到 

PILK, e Ki pM t+ eM) Ms = 0. (2.3.7) 
新 至 统 的 归 二 条 件 是 


i240 


(duas + 09) CM, + eM) (dut, + 09) — 1. (2.3.8) 
格 去 三 阶 以 上 小 量 ; 再 利用 正 交 条 件 (2.3.4) 后 ,得 到 与 (2.3.7) 8 
称 的 归 一 条 件 
eb. (M, + eM ) go = 1. (2.3.9) 
从 方程 (2.3.7)。(2.3.9) 便 可 决定 和 a. 这 组 方程 的 本 征 解 有 
(多 一 i 十 1) 对 ,可 按 && 从 小 到 大 的 顺序 记 为 Cis 09). 7s Cas 
ar). 
上 面 介绍 的 数学 方法 在 力学 上 可 归结 为 一 名 话 : 在 原 系 统 的 
对 应 于 相近 本 征 值 的 本 征 子 空间 内 用 里 效法 求 新 系统 的 近似 解 . 
新 旧 两 个 对 应 的 本 征 子 空间 陶然 只 夹 一 小 角 ， 那 来 这 禅 求 得 的 
pa 就 只 有 一 阶 小 量 的 误差 ,从 而 闫 只 有 三 阶 小 量 的 误差 .上 述 精 
度 一 般 已 能 满足 实际 需要 了 . 如 果 需 要 更 精确 的 近似 解 ， 那 末 可 
将 高 阶 小 量 对 e 展开 
iau Ape bets, 
9; = dias + eus t ene boss 
然后 用 小 参数 法 去 决定 en. Mas nc. 
例 考虑 如 下 的 三 自由 度 系 


(2.3.10) 


1.00 0 0 0 0:05 0 
K= 0 1.05 0|, eK, = | 0.05 0 us| 
j 0 0 2.00, 0 0.05 0 
ES OK0. 
“-|， i 1 sM, — 0, 
DEOS 
用 几 种 方法 计算 得 到 的 本 征 值 如 下 表 所 示 : 
d A, m 
原 系 统 (精确 什 》 1.0000 1.0500 2.0000 
新 精确 值 0.9684 1.0790 2.0026 
系 $2.1 的 一 阶 近似 1.0000 1.0500 2.0000 
统 | Ne 0.9691 1.0809 2.0000 


"2$ * 


可 见 采 用 未 征 值 组 的 小 参数 法 后 ,近似 值 的 精度 确 有 很 大 的 提高 ， 


$24 S) e ZR 
设想 将 广义 坐标 分 为 两 组 
xc[xtxil. (24.1) 
对 刚度 和 矩阵 和 质量 矩阵 也 作 相 应 的 分 块 。 这 样 81.1 的 基本 方程 
(1.1.2) 可 改写 成 为 
E — AM, Ku 一 Ti [*] E. (nen 
Ka 一 Mn, Ka — Mal Ux, 


M 
K,— Ki—0 (24.3) 
时 ,应变 能 互 可 表示 为 
n= LaKux t+ xi Kax, (244) 
2 2 
x, Roos ARENEB ETRAS. 类似 地 当 
Ma =M} = 0 (24.5) 
时 ,动能 系数 了 可 表示 为 
Tol xM + 1 xax, (24.6) 
2 2 


x 和 为 AARE E ETRAS. 4 (2.4-3)，(2.4.5) 同时 成 立 
时 ,方程 (2.4.2) 可 分 解 为 独立 无 关 的 两 组 
(Ki 一 Max 一 0， (2.4.72) 
(Ka — 1M) = 9. (2.4.7b)) 
在 这 种 情况 下 我 们 说 x 和 oa 两 组 坐标 不 耦合 . 
当 KS, Mo 虽然 不 等 于 零 ， 但 是 它们 的 作用 比较 小 时 ， xa 和 
轧 之 间 的 耦合 是 比较 弱 的 .这 样 的 系统 称 为 弱 看 合 系统 。 Sud 
合 系统 的 固有 振动 的 一 个 重要 特点 是 ， 频 率 和 振 型 接近 于 不 看台 
时 的 情况 ,因此 适宜 于 用 小 参数 法 求 近 似 解 
为 了 表明 Ka, Ma 是 小 量 ,我 们 把 它们 改写 成 为 如 下 形式 


$20% 


Ka = es, Ma = eMn. (2.4.8) 
在 实际 作 数值 计算 时 取 。 一 1. 这 样 方程 (2.4.2) 可 写成 为 
(Ku — 1M,)s + el(Ka — 1M); = 9, (2.4.9) 
&( Ka — Ma): + (Ky — 1Mg)x = 0. (2.4.9b) 
这 个 方程 中 的 刚度 矩阵 和 质量 握 阵 已 经 具有 了 本 章 的 标准 形 
式 (2.1.1), 因此 已 可 采用 前 至 节 说 明 的 小 参数 法 求解 。 根 据 本 节 
问题 的 特点 , 还 可 以 对 上 述 小 参数 法 作 些 改进 , 以 加 快 计算 速 度 . 
先 考 虑 一 种 以 oc 为 主 的 固有 振 型 .从 方程 (2.4.9b) 可 求 得 
2 = — 8(Kn — Ma) (Ku — iMa)x. (2.4.10) 
HIERA (2.4.92), 得 到 
(Ku — 1Mi)x — ei( Ka — 4Ma) (Ka 
— Ma) (Ks — AMa)x; = 0, (24.11, 
对 于 这 个 非 线性 本 征 值 问题 ,可 以 用 小 参数 法 求 近似 解 . 2o db. 
Led E e, 
Xi qi queer 
将 此 代入 (2.4.11), 然后 取出 6 Hc UCRERIU IG TEARI 
方程 ;由 此 可 依次 决定 l «v, M, prie. WAT e 可 得 到 方程 
(Ku — Mies = 0. (2.413) 
IL 281 ex d oe MARRA ORRA) 出 来 后 的 本 征 值 和 
S. 
如 果 1 EARE, R ev 是 确定 的 一 列 。 如 果 是 重 本 
征 值 , 那 末 


(2.4.12) 


q = dv, (2.4.14) 

其 中 ds ditis t A ARENE AR Tf Yo 是 

一 个 暂 不 确定 的 列 阵 ， 在 重 本 征 值 的 公式 中 命 do = p Yl, 

便 得 到 单 本 征 值 的 公式 .所 以 下 面 我 们 就 只 列 出 重 本 征 值 的 公式 。 
对 于 名 可 得 到 方程 


1) 上 标 ' 和 "分 别 指 以 ses 为 宇和 xz 为 主 的 情况 。 此 外 从 此 公式 可 见 ， 入 和 gs 已 
是 精确 到 一 阶 小 量 的 近似 解 了 . 


e27. 


(Ka — AMa)ei = XM 十 (下 一 Rb) 
Kor — UMa) Us = MnP Yo (2.4.15) 
要 此 方程 有 解 必须 有 


AW, + nBW- 0, (2.4.16) 
其 中 
A = pKa — WM) Ks — Ma) (Ka — Ma ) ds, 
B; = p Maid. (2:417) 
方程 (2.4.16) ERF Vo 和 22 B AS AE E IRT IER. 
近似 解 
DLL (2.4.18) 


已 具有 三 阶 小 量 的 精度 ; 一 般 已 可 满足 需要 了 ， 如 果 要 计算 更 高 
阶 的 摄 动 ,原则 上 可 依 此 法 进行 下 去 ， 但 公式 十 分 繁 长 ， 这 里 不 作 
更 多 的 说 明了 ， 
对 于 以 x 为 主 的 固有 频率 和 振 型 , 可 得 到 类 似 的 公式 , 只 要 
把 以 上 公式 中 字母 上 的 “ 改 为 “并 交换 一 下 字母 下 标 1 和 2 的 位 
E. 
如 果 原 系统 确实 是 2 和 a MERA MRAR (4.18) 
中 的 第 三 项 应 远 小 于 第 一 项 ， 为 此 必须 满足 下 列 两 个 条 件 : CD) 
Ka 和 MM 中 的 元 相对 来 说 应 远 小 于 Ku, Ka, Ma, Ma 中 的 元 ; 
(2) WBA oc 和 oci 两 组 坐标 的 本 征 值 不 靠近 ， 不 然 的 话 
Ka — Ma) 和 Ka — Ww Ma) 
中 的 元 就 可 能 是 相当 大 的 量 ， 从 而 导致 上 述 第 二 项 不 是 小 量 ， 这 
第 二 个 必要 条 件 与 82.2, 82.3 两 节 的 结论 是 一 致 的 . 


ki ke ka 
m Nom ik 


图 2.4.1 


作为 一 个 例子 , 考虑 如 图 2.4.1 所 示 的 二 质 
JENIE k 耘 合 两 个 单 自 由 度 系 绕 而 形成 的 . 出 
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TURA. 它 
IUIS 2077 E 


是 * 
Erbe, coim 


此 系统 的 两 个 本 征 值 是 (精确 解 ) 


(2.4.19) 
ho 


m 
EU TRA jm mm } 
2 一 二 3110 十 40 士 (10 一 4 1o 2.4.20 
L fu etes a aes ] Gm 


其 中 
ip mde us BER (2421) 
m m 
2 
Ake 
A 
mia E KN (2.4.22) 
Co — AY 
时 ,公式 (2.4.20) 可 简化 为 
2k 
3i fx m " J^ mita | 
1 一 Ap t ao ECA A5 E: ^ 2.4.23 
[use atre ma e zs aam 


不 难 验证 , 这 个 简化 的 近似 结果 与 公式 (2.4.16)， (2.4.18) 给 出 的 
相同 。 从 条 件 (2.4.22) 可 以 看 到 , 要 使 近似 公式 成 立 ,除了 无 应 
相当 小 以 外 ,还 必须 2s 与 Av 不 很 靠近 ， 


$ 25 刚度 悬殊 的 结构 


有 些 结构 的 质量 分 布 比较 均匀 ， 但 是 刚度 分 布 十 分 悬殊 ， 例 
如 考虑 图 2.4.1 所 示 的 系统 ， 当 m 和 ms 为 同 量 级 而 远大 于 名 
和 如 时 , 便 属 于 这 类 系统 ， 当 一 0% 时, 图 2.4.1 所 示 系 统 的 两 
个 本 征 值 各 趋 于 
A ci : e 4 i 十 与 
一 个 保持 为 有 限 值 ， 另 一 个 趋 于 无 穷 大 , 分 成 了 明显 的 高 低 两 个 。 
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刘 胖 一 般 的 多 自由 度 结构 系统 , 当 其 中 的 某 些 零 部 件 接近 刚体 时 ， 


出 禽 出 现 类 似 的 现象 , 即 它 的 固有 频率 可 分 为 明显 的 高 低 两 组 .为 
了 有 效 地 计算 刚度 悬殊 结构 的 固有 频率 ， 可 先 把 其 中 特定 的 部 件 

性 作 刚体 ,而 后 在 此 某 础 上 用 奇异 摄 动 法 进行 摄 动 。 
考虑 如 下 的 一 般 性 问题 
(e 二 士民) 一 m| =0, (2.5.1) 


x Mx = 1, (2.52) 
其 由。 ANB, T KG Jet BRE MUSAE URGE Dr t 的 


REH, K, 是 由 其 余 的 结构 部 件 所 提供 的 刚度 矩阵 ， 长 , 是 一 
MERE, 不 然 的 话 当 6 o 时 就 没有 有 限 的 本 征 值 了 ， 命 齐 
次 方程 


Kx=0 (2.5.3) 
的 通 解 是 
xcu, (LM. = I, (2.5.4) 
Fr do 是 解 空间 中 的 一 组 正 交 基 ; 改 是 一 个 任意 的 列 阵 ， 
对 于 保持 有 限 的 那 一 组 本 征 值 及 相应 的 本 征 列 阵 ， 有 如 下 的 
展开 式 


Àj = Ap F tne + Age? 二, 
9j = en t eue + euet c ee 
将 此 代入 方程 Q.5.1). Q.5.2), ir e HAE UCIE RUIT AE, 1 
到 如 下 的 一 系列 问题 从 e7* 的 系数 得 到 


(2.5.5) 


Kpn = 0. (2.5.6) 
解 此 方程 得 到 
Pn = Pop. Q5.) 
列 阵 如 暂时 是 不 确定 的 ， 
从 方程 (2.5.1), (2,5.2) 的 e" 的 系数 得 到 
Kren = — (K, — AM) En, (2.5.82) 
Elf 1. (2.5.8b) 


„ane 


ee 82) 有 解 ,必须 有 
CK, — 14M E, = 0, (2.5.9) 

其 中 
Ro = BIKE IU. M = BUM. = LL (2.5.10) 
方程 (2.5.9) KR EJ — IM HERD E E E IRR. X IRAE 
值 问题 可 能 有 重 本 征 值 .。 但 是 为 了 简单 起 见 , 下面 仅 限 于 讨论 
An 是 单 本 征 值 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 方 程 (2.5.9) 汇 同 归 一 条 
件 (2.5.8b) 便 能 唯一 地 决定 #4 了 ， 这 样 决定 1 M ES 后 ,方程 ' 
(2.5.82) BART. 只 体 角 法 条 前 用 季 的 同类 问题 相同 ,这 里 不 再 


BE., MEWY (2.5.81) 的 解 表示 为 


$n = «£n t phs (2.5.11) 
此 式 中 的 第 一 项 是 齐 次 方程 的 通 解 ， # 是 一 个 待定 的 列 阵 ; 第 三 
项 是 方程 (2.5.8a) 的 一 个 特 解 ， 为 了 以 后 方便 起 见 ， 我 们 要 求 特 
解 还 满足 下 列 条 件 
SEM, = 0. (2.5.12) 
从 方程 (2.5.1), (2.5.2) 的 e 的 系数 得 到 
Kpa— (Ko MM) pont ph) 二 Mpat o, 
(2,5.13a) 
r : i60; (2.5.13b) 
要 使 方程 (2.5.13a) AR ZUG 
— PK = AM) (Pss H eh) E anpi Mot = 0, 
即 


CK, — aM), = Aij — EK ph. | (25.14) 
进一步 要 此 方程 有 解 , 又 必须 有 
有 0 一 


由 此 得 到 

0 (2.5.15) 
按 上 式 确定 加 后 ,方程 (2.5.14)，(2.5.13b) 便 唯 一 地 决定 了 £j. 
具体 的 解法 也 MU 题 相同 ,这 里 不 再 费 述 . 当 4 和 
En 按 上 述 要 求 决定 之 后 ， 方程 05.134) RAMT. 这 个 解 可 表 
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示 为 
Pn = $«En + eh, (2.5.16) 
此 式 中 的 第 一 项 是 齐 次 方程 的 通 解 , $j, 是 一 个 待定 的 列 阵 ; 第 二 
项 是 方程 (2.5.13a) 的 一 个 特 解 。 再 接 下 去 求 ha, Ep, 的 方法 
和 前 面 所 说 的 类 似 ,不 再 细 述 ， 
上 面 说 明 的 方法 是 代数 本 征 值 问题 中 的 者 stib 
对 于 趋 于 无 穷 大 的 那 组 本 征 值 和 相应 的 本 征 列 阵 ， 情 况 反 站 
要 简单 些 ， 作 一 简单 的 变换 


1 一 一 


E 


(2.517) 


, 


方程 (2.5.1) 就 化 为 

L(K, + eK) — aM]e = 0. (2.5.18) 
REAREA EAER PA $21 52:3 说 明 的 方 
法 求 近似 解 . AEREE, 


$2.6 质量 项 珠 的 结构 


有 些 结构 的 刚度 分 布 比较 均匀 ， 但 质量 分 布 却 十 分 基 殊 。 特 
别 是 当 有 些 自由 度 的 质 最 趋 于 零 时 , 根据 $1.1 的 说 明 ， 7 
固有 频率 趋 于 无 穷 大 ,而 男 一 部 份 固有 频率 保持 为 有 限 
有 频率 又 分 成 了 明显 的 高 低 两 组 ,为 了 有 效 地 E 
的 回 有 频率 ,可 先 略 去 特定 结构 部 件 的 质量 ,而 后 在 此 基础 
Ha. 

考虑 如 下 的 一 般 性 问题 ” 

[K — (Mi + eM) lx = 0, (2.6.1) 

Hh s EABk eM, 是 由 质量 很 小 的 部 件 所 提供 的 质量 矩 

BE, Mo 是 由 其 余 的 部 件 所 提供 的 质量 矩阵 . Mo 是 一 个 奇异 矩阵 ， 
不 然 的 话 , 当 e 一 0 时 就 没有 无 穷 大 的 本 征 值 了 . 

对 于 保持 有 限 的 那 一 组 本 征 值 及 相应 的 本 征 列 阵 ， 这 是 一 般 


1) Porter-Hibbert? 讨论 过 多 和 Ms 正好 是 互 不 灶 合 的 分 块 对 角 矩 阵 的 特殊 情 


的 质量 矩阵 有 小 变化 的 间 题 ， 可 以 用 $2.1~$2.3 说 明 的 常规 的 小 
参数 法 求 近 似 解 . KEKER. 
对 于 雹 于 无 穷 大 的 那 一 组 本 征 值 和 相应 的 本 征 列 阵 * 可 命 


(2.6.2) 


这 样 方程 (6.1) 变换 为 

(M, + eM — pK)x = 0, (2.6.3) 
当 8 下 0 时 pp 一 0, 因此 问题 恩 化 为 决定 零 本 征 值 随 小 参数 的 变 
化 。 这 又 是 一 个 常规 的 问题 , 可 以 用 $2.1 82.3 说 明 的 小 参数 法 
求 近似 解 。 


5 2.7 刚度 小 变化 对 柔 度 的 影响 


间 迁 代 法 是 固有 振动 分 析 中 常用 的 方法 。 如 果 原 问题 是 
那 末 修改 后 的 问题 也 适宜 于 用 这 个 方法 . 
法 的 核心 问题 是 求 对 度 和 矩阵 和 设 定 法 代 初始 列 阵 ， 设 

原 问题 的 柔 度 矩阵 F 已 经 求 得 : 


F,— Ky à (2.7.1) 
修改 后 结构 的 柔 度 和 矩阵 为 
F-—(K ei)", (2.7.2) 
将 此 式 对 e 展开 ,得 到 
F-—F, Fe t+ Fet., (2.7.3) 
其 中 
F,— — F, KF, (2.7.4) 


当 很 小 时 , 取 级 数 的 前 两 三 项 就 有 足够 的 精度 了 . 
原 问 题 中 已 求 得 的 本 征 列 阵 可 作为 新 间 题 中 的 迭代 初始 昼 
We. 
本 节 说 明 的 子 空间 迭代 法 和 前 几 革 介绍 的 小 参数 法 各 有 优 
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馈 点 ， 在 前 几 节 的 方法 中 ,保留 而 不 采用 具体 数值 ,因此 便于 计 
算 或 探讨 。 取 一 系列 值 时 的 变化 规律 缺点 是 要 区 别 对 竺 性 立 本 
征 值 , 重 本 征 值 \ 本 征 值 组 等 一 系列 可 能 发 生 的 情况 ， 本 节 方 法 的 
优 缺 点 正好 相反 。 它 的 优点 是 公式 简单 通用 .但 是 为 了 能 进行 数 
EER e 只 能 取 指定 的 数值 ， 这 是 它 的 缺点 。 


$ 2.8 ”刚度 局 部 修改 对 更 动 柔 度 的 影响 


设 原 已 有 一 个 NN 自由 度 弹 性 结构 , 它 的 坐标 列 阵 、 刚 度 和 矩阵 和 
矩阵 分 别 记 为 x， Ko, Mo. 现在 对 此 结构 的 刚度 作 一 些 局 部 
性 的 修改 而 得 到 一 个 新 结构 。 新 结构 的 质量 矩阵 05 26 Mo, 而 它 
的 刚度 矩阵 记 为 K: 


K= K+k. (2.8.1) 
K, 是 刚度 矩阵 的 增 量 ， 所 谓 局 部 修改 , 是 指 对 结构 的 一 小 部 份 进 
行 修改 ,这 一 小 部 份 以 后 就 称 为 被 修改 的 部 件 。 设 修改 共 涉 及 # 
个 弹性 自由 庶 ， 命 与 这 些 弹 性 自由 度 相 应 的 应 变 为 6, e 是 一 个 
n 维 列 阵 。 广义 应 变 必 是 广义 位 移 的 线性 函数 , 所 以 通过 对 具体 
结构 作 具 体 的 分 析 , 总 能 够 建立 如 下 的 应 变 -位 移 关 系 


&-— ax, (2.8.2) 
式 中 是 一 个 NX n 的 高 矩阵 .这样 ,被 修改 部 件 的 应 变 能 Tr, JÈ 
Tn = Le, + Be, (28.3) 


其 中 Re, (en H R) 分 别 是 修改 前 后 的 局 部 刚度 矩阵 ,下 是 局 
部 刚度 的 修改 量 , 刚度 可 以 改 大 ,也 可 以 改 小 ;所 以 名 不 一 定 是 正 
定 的 . 但 总 可 以 认为 娘 是 非 壳 异 的 。 因 为 如 果 上 是 奇异 矩阵 , 那 
末 齐 次 方程 
ke = 0 

TAIRE. KIAINA e ERA TAE FOR. E 
到 最 低 限 度 后 , 有 就 变 成 非 奇 异 的 了 。 了, 对 整个 结构 的 刚度 矩阵 
的 贡献 是 
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K,—a(R, + k)a", (2.8.4) 
由 此 可 见 , 局 部 刚度 的 修改 量 玉 对 总 刚度 矩阵 的 贡献 是 
K, = ako", (2.8.5) 


在 前 几 节 的 小 参数 靶 中 ， 我 们 假定 KG 是 个 小 量 , 但 可 以 是 满 
秩 的 .在 本 节 介 绍 的 局 部 修改 法 中 ,已 可 以 不 是 小 量 . 但 是 只 有 当 
K, 高 度 缺 秩 〈( 即 六 的 阶 数 ” 远 小 于 N) 时 此 法 才 较为 便利 . 

下 面 我 们 来 求 新 结构 的 动 柔 度 矩 阵 


RA) = (Kt K, — 4M), (2.8.6) 
LESE LOI SESIE E 
RQ) = (K, — 4M)? (2.8.7) 
已 经 求 得 . 
为 此 我 们 来 考虑 新 结构 的 强迫 振动 问题 
CK, + aka? — 1M,)x = f, (2.8.8) 
借用 广义 应 变 e, 上 式 可 改写 成 为 
(E, — AM,)x + ake =f, (2.8.9) 
由 此 可 解 出 x: 
x = RO) — Ry(G)ake, (2.8.10) 
将 此 代 回 (2.8.2) 式 ,得 
€ = a^ Rf — aR (Gake, (2.8.11) 
H Fe Bü sess CT CL LH e 26 80) s MUSEI E 
Lk + ka" R(3X)aR]e = ka! RAM, 
由 此 可 求 得 
e= [k + ka" Raak ka" R((A)£, (2.8.12) 


将 此 式 代入 Q.8.10) 式 , 得 到 
x = (RO) 一 RiG)GRUR + bo? R (aak ikat R GO), 
(2.8.13) 
对 比 (2.8.8) , (2.8.13) Wi ET IL PA Z0 2 He A 26 
RA) = R(G) — RG)S8KUR + ka? R(A)ak] ka? RA). 
(2.8.14) 


ERR a= o RITE BUE AR B CH Se EAEE. 


f$ 


下 面 来 讨论 两 种 极端 情况 ,第 一 种 是 在 一 个 弹性 自由 度 上 修 
改 刚度 ， 这 时 a RE-I ki Ra 都 是 标量 ， 因 此 公式 
(2.8.14) 简化 为 


RO) = Ras — OX ROO (2.8.13) 


1+ kat RA). ` 
第 二 种 极端 情况 是 对 原 系 统 施加 个 约束 
aix = 0. (2.8.16) 
这 就 是 把 原来 的 ”个 弹性 自由 度 修改 为 不 可 变形 的 。 这 样 的 新 
结构 可 以 叫做 部 份 约束 (风化 ) 结 移 。 这 种 极端 情况 可 以 看 作 局 部 
增加 刚度 (正定 ) 的 极限 ， 在 公式 (2.8.14) hir k— oo， 就 可 得 
到 部 份 约束 结构 的 动 妥 度 和 矩阵 RA) 为 
R,(1) = R) 一 Rala RA Ja la RO). (2.8.17) 
在 任意 的 外 载荷 上 作用 下 ,部 份 约束 结构 的 位 移 的 是 
x = RIO. (2.8.18) 
未 准 验证 ,上 式 给 出 的 确实 满足 约束 条 性 (2.8.16)。 命 约 来 提 
供 的 肥力 为 f... MFI B lE E RR ERR WRA 
IRIRI ETI AE E deca RO EU EE DAD 


(K — AMy)x, = f + f£. (2.8.19) 
由 此 可 求 得 
f, = F — RIOR O) = ala" Raal RO). 
(2.8.20) 


公式 (2.8.18) 和 (2-8-20) 给 出 的 位 移 和 反 力 在 任何 情况 下 ( 见 对 
于 任意 的 P 都 不 作 功 .这 是 刚性 反作用 力 所 必 有 的 特性 。 


$29 ”质量 局 部 修改 对 动 柔 度 的 影响 


BREAN Ei ES BE [io pE 4 43 "ESO Aes DU ROTE AR 
质 僵 和 矩阵 分 别 记 为 x*， 用 和 Mo。 现在 对 此 结构 的 质量 作 一 些 局 


部 性 的 修改 而 得 到 一 个 新 结构 ， 新 结构 的 刚度 短 阵 仍 为 Ko, E 


M= M, M. (29.1) 
M, JEVRECBUERURHR, 和 上 闻 类 似 , 所 谓 质 量 的 局 部 修改 , 是 指 
质量 矩阵 的 增 量 M, 可 表达 为 
f M, = pmp", (2.9.2) 
其 中 m E— Ad Bose t SB pe, 
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RG) = (K, 一 4M, 一 4M)", (2.9.3) 
我 们 再 来 考虑 新 结构 的 强迫 振动 问题 
(Ka — 1M, — aBmB")x = f; (2.9.4) 
仿照 (2.8.2) 式 引 进 中 间 变 量 
uc gx, (2.9.5) 


是 一 种 新 的 低 维 的 广义 位 移 ， 原 结构 经 修改 后 ， 动 能 系数 的 增 
ET, PH a AGNOS 


dra t ama, (2.9.6) 
H u, 方程 (2.9.4) 可 改写 成 为 
(Ki — 4M,)x — pmi = f, (2.9.7) 
Hit TE HS ae: 
x = Rf T+ AR(G)Sma, (2.9.8) 


这 里 RU) 仍 代表 原 结构 的 动 柔 度 矩 阵 ， 将 (2.9.8) 式 代 回 
(2.9.5) 式 , 得 
u = ERO + ABTRO)Bma, (2.9.9) 
用 m BITE EG EUER 
[m — àmB'R(1)8m]u = mf" RP, 
由 此 可 求 得 
a= [m — imp" RO) Bm] mE Rf, (2.9.10) 
将 此 代入 公式 (2.9.8), 得 到 
x = (R(G) + 4R(1)BmLm 
一 AmB" R(A)Bm]"mf*R,())f. (2.9.11) 
对 比 (2-9.4), (2.9-1) PIR E IUS A HUS LE eon 


"3p 


[11 
[2] 
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[41 
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[10] 


[11] 
[12] 


[13] 


Uu 


RO) = RO) 二 AR(O)BmEm 
— amp RA BmI mE RA). 


(2.9.12) 
如 果 只 在 一 个 自由 度 上 修改 质量 ; 那 末 8 只 有 一 列 ; mm 
和 PROB 者 是 标量 ,因而 公式 (2.9.12) 简化 为 

RO) = Ry dR) BB Rl?) 


Lc mB ROB (2.9.13) 


$ 5 x m 
West, BLAIRA Ue RIS PEBESU Bos e pRCCXEDREAE IL, 1981 年 ， 第 4 
期 第 11 DR. 
胡 海 昌 ,参数 小 变化 对 本 征 值 的 影响 ,力学 与 实 聊 ， 1981 年 ， 第 2 期 ?第 29 T. 
胡 海 昌 ? 弹 性 力学 的 变 分 原理 及 其 应 用 ,科学 出 版 社 , 1981 年 。 
齐 海 昌 ; 参 数 小 变化 对 结构 周 有 振动 的 影响 上海 市 力学 学 会 印 ，1983 年 1 月 - 
KEKERE H Chen 的 矩阵 摄 动 法 的 补充 ,宇航 学 报 ，1983 年 ,第 2 期 第 
63 gi. 
Arora, J. S, Survey of Structural Reanalysis Techniques, Journal of Structural 
Division, Proc. ASCE, v. 102, n. ST4, p. 783, 1976. 
Bellman, R. E; Introduction to Matrix Analysis, McGraw-Hill, 1960. 
Chen, J. C. and Wada, B. K, Matrix Perturbation for Structural Dynamics, 
ALAA Journal, v. 15, n. 8, p. 1095, 1977. 
Fox, R. L. and Kapoor, M. P. Rates of Change of Eigenvalues and Eigenvec- 
tors, ALAA Journal, v. 6, n. 12, p. 2426, 1968. 
Haug, E. J. and Rousselet, B, Design Sensitivity Analysis in Structural Dyna- 
mics, IL, Bigenvalue Variations, Journal of Structural Mechanics, v. 8, n. 2y 
p. 161, 1980. 
Jacobi, C. G. J., Crelle’s Journal für die Reime und Angewandte Mathematik, 
bd 30, s. 51, 1846. 
Nelson, R. B, Simplified Calculation of Eigenvector Derivatives, ATAA Jow- 
rnal, v. 14, n. 9, p. 1201, 1976. 
Porter, B. and Hibbert, J. H., Singular Perturbation Analysis of Linear Vi- 
brating Systems, Journal of Mechanical Engincering Science, v. 17, n. 2, p. 
114, 1975. 
Wittrick, W. H., Rates of Changes of Eigenvalues with References to Buckling 
and Vibration Problems, Journal of she Royal Aeronautical Society, v. 66, m. 
621, p. 590, 1960. 


第 三 章 ” 本 征 值 的 包含 定理 和 计数 定理 
83.1 Collatz 的 包含 定理 . 


对 于 大 多 数 实际 问题 ， 人 们 难于 求 得 本 征 值 的 精确 值 而 只 能 
求 得 近似 值 . 这 样 无 论 从 实用 上 或 从 理论 上 考虑 , 都 希望 能 给 出 
近似 值 的 误差 估计 ， 即 给 出 本 征 值 的 上 下 限 。 现在 已 经 有 了 许多 
种 有 效 的 求 本 征 值 的 近似 方法 ,但 求 上 下 限 的 方法 仍然 为 数 不 多 . 
其 中 一 种 比较 常用 的 办 法 是 利用 Colla" 的 包含 定理 ， 

先 来 考虑 NN 阶 实 对 称 正定 或 半 正 定 矩 阵 A 的 标准 本 征 值 问 


题 
Ax — Xx — 0. (3.1.1) 
命 x 是 一 个 适当 选取 的 列 阵 . 命 
Ax = y = [ye yul". (3.1.2) 
再 记 
liri 3, A- min l At = max lj. (3.1.3) 


Collatz" 02 的 包含 定理 断定 ,在 区 间 
FSSA ~ (3.1.4) 


内 至 少 有 一 个 本 征 值 . 

上 述 包 含 定理 的 证 明 可 见 本 书 $3.4, 它 的 应 用 实例 可 见 专著 
[15]; [16]。 下 面 援引 专著 [16] 第 112 页 上 的 一 个 例子 , 考虑 下 
列 矩 阵 的 标准 本 征 值 问题 

5.00000, — 1.41420, 0 
A= |— 1.41420, 1.50000, — 0.40820 (3.15) 
0, — 0.40820, — 0.33333 |, 


f 


M. HAERES GRE T mA RAERUEE RD 1.1 的 第 一 行 
所 示 。 RIE Collatz 的 包含 定理 可 得 到 三 个 本 征 值 的 上 下 限 如 第 
A 行 所 示 。 表 中 第 5 一 10 行 是 根据 $3.2 的 更 精细 的 包含 定理 所 得 
到 的 结果 ( 详 见 该 节 ). 


表 3.1.1 ABRE (3.1.5) 的 各 种 近似 的 本 征 值 
序号 Sid 98 2 第 3 阶 
0.13000 0.37000 1.00000 
1 x 0.44000 1.00000 -| 一 0.35000 
1.00000 | —0.48000 0.03000 
0.02775 0.43580 5.49497 
2 y 0.06795 1.17268 —1.95145 
0.15372 二 0.56820 0.15287 
0.2135 1.1778 5.4950 
2 D 0.1544 1.1727 5.5756 
| 0.1537 1.1837 5.0957 
对 0.2135 1.1837 5.5756 
f Gul uns 0.1537 1.1727 5.0957 
5 pn 0.1547 1.175063 5.50344 
6 a 0.1550 1.175078 5.50358 
At 0.1618 1.1793 5.5313 
7 景 近 比 值 g- 0.1482 1.1709 5.4758 
Ae 0.1615 1.1793 5,5312 
X 最 小 差距 2- 0.1478 1.1709 5.4757 
2 TIR Apu 的 AT 0.1547 1.1751 
10 利用 村- 的 4+ 1.1751 5.5036 
Colatz 包含 定理 特别 适用 于 判定 用 迭代 法 得 到 的 近似 解 的 
精度 .常用 的 迭代 格式 是 
(zt 一 Ax 或 aeo t Acix'n. (3.1.6) 
AR Jc ELATI EAERI RE JO Eo fit, TARERE ER 


V FIR, SMLETRPRUE UE BEER, Ze iE BR CS AT VECER RUPEE kR 


td s 


可 以 终止 ， 

不 过 在 许多 实际 问题 中 怕 到 的 是 广义 本 征 信和 问题 ; $1.17 
程 (1.1.2). WR 用 是 一 个 对 角 阵 , 那 末 可 以 用 一 个 简单 的 变换 将 
$2.1 方程 (1;1.2) 变 换 成 标准 形式 ,因而 也 就 有 简单 的 包含 定理 .对 


一 定 能 得 到 本 征 值 的 上 下 限 .在 专著 [16] 第 78 页 中 已 指出 了 这 
二 点 .下面 举 一 个 实例 ; 
考虑 如 下 的 本 征 值 问题 


2 Ua 5:2]T8 
[ A Jad: 1 E Cin 
取 近 似 解 
wi x; — 05, 
则 有 


2ajgp 1 L5] p5.2]yps d 4 
n deod R x i l ded 本 [s] 
la — 03335 hs 0.375. 
两 个 本 征 值 (精确 解 ) 是 4, 一 0.382, 44 一 2.618. 可见 在 Lwin 和 
lmax 之 间 没 有 本 征 值 , 
后 面 几 节 将 介绍 适用 于 广义 本 征 值 问题 的 包含 定理 。 


$32 Collatz 包含 定理 的 改进 , 几 种 
包含 定理 的 内 在 联系 
i 

止 节 介绍 的 标准 本 征 值 问题 的 _Collatz 包含 定理 ， 与 坐标 系 
的 取 法 有 关 。 因 此 在 这 个 包含 定理 中 ,近似 解 并 未 充分 发 挥 作用 . 
我 们 在 文献 [3] 中 指出 ,通过 选择 有 利 的 坐标 系 可 以 导出 更 加 精细 
的 包含 定理 ,并 且 还 能 够 把 其 它 几 种 常用 的 包含 定理 联系 起 来. 

标准 本 征 信 问 题 (3.1.1) 可 以 形象 地 看 作 六 维 线性 空间 中 线 
性 变换 的 本 征 值 问题 .把 这 个 空间 中 的 矢量 记 为 a, 线性 变换 记 
为 TATT 的 本 征 值 问题 是 


Ta— àu- 0. (3.2.1) 
上 市 的 列 阵 x 和 给 阵 A TUANE uM T 在 某 一 给 定 的 坐标 
pu je RS 
从 矢量 空间 看 ， 本 征 值 为 及 其 相应 的 本 征 矢量 二 为 与 坐标 
系 的 取 法 无 关 的 量 。 在 某 一 华 标 系 中 给 出 了 近似 列 阵 x 也 就 给 
出 了 近似 矢量 u, 并 且 也 就 给 由 了 在 其 它 作 一些 标 系 中 的 近似 列 
We. 在 不 同 的 坐标 系 中 ， 的 列 阵 有 不 同 的 表示 ， 因而 根据 公式 
G 1 将 得 到 不 同 的 上 下 限 的 值 . 可 见 我 们 有 可 能 挝 取 有 DIESES 
标 系 ,以 求 得 到 较 好 的 上 下 限 的 值 ， Nitsch” 兽 注 意 到 这 个 可 能 
性 ， 但 是 在 具体 工作 中 未 找到 较 好 的 坐标 系 ， 使 得 他 给 出 的 上 
下 限 随 维 数 N 的 增加 而 变 坏 。 我 们 在 文献 [3] 中 提出 的 ， 是 一 种 
最 有 利 的 些 标 系 ;所 得 到 的 上 下 限 的 精度 与 维 数 无 关 , 并 且 古 最 
优 的 估计 ， 
命 鼠 是 给 定 的 近似 的 本 征 矢 量 ， 在 某 坐 标 系 中 与 刁 对 应 的 列 
pini) x. 再 记 


T 


v= Ta. (3.2.2) 
B v AGE y 一 Ax. AE. ZNA e WAFA 
决定 
E p e E 

a ae e A 

如 果 cosa = +1, Bil uo. JR a EER WEE 

求 本 征 值 的 上 下 限 的 问题 ， 当 u,v 不 平行 时 ， 它们 便 决定 了 一 个 

平面 , 如 图 3.2.1 BA. 这 时 一 种 有 利 的 坐标 系 是 把 各 Ai GEME 

WERA 以 下 同 ) RE u, v 平面 上 , mix 轴 与 矢量 如 的 夹 角 6 

暂时 不 作 规定 . 至 于 其 它 的 坐标 轴 nastro n 仍 可 随意 选取 , 不 

作 规 定 .在 5 平面 上 再 取 一 过 渡 坐 标 轴 7, 如 图 3.2.1 所 示 , 命 
Y 的 方向 余 驴 为 


q = DOs rs rs sy PR] (32.4) 
i EM RR N, an o 的 列 阵 表示 为 


(ds 


3.2.1 
a= |ull cosÜ,  vy;sinÓ,.-., Yu sin 0]7 
> 
v = |v|[ cos(0 +a), Yisin (0 +a), ++, Yysin (0 + a)]”, 
(3.2.5) 


py uu 和 虽然 各 有 NN 个 投影 (ER BRL FED R A T 
H 


h luj, cos(0 + a) ios lo] , sin(8 +a) 
|a] cos0 ^ ^ (ul sinü ^" 

这 样 根据 Collatz 包含 定理 ,在 4 与 之 间 译 少 有 一 个 本 征 值 . 
公式 (3.2.6) 中 的 角度 9 ARAE, 容易 看 到 ,把 0 换 成 


(0 + Z) 相当 于 把 和 4 的 公式 互 折 一 下 ,这 显然 不 影响 上 下 限 


(3.2.6) 


的 值 ， 因 此 ,无 损 于 一 般 性 ,可 限制 9 的 取信 范围 为 
0«6« 7. (32.7) 
在 这 个 范围 内 ， i 
„— d = 121. 2na 
L l a dU t (3.2.8) 


这 样 我 们 得 到 一 个 改进 的 包含 定理 如 下 : 在 下 列 区 间 内 至 少 有 一 
e j 间 内 至 少 有 
A > 21219 

gaii (3.2.9) 


(4s 


BEN 


[e| | cos(0 -- à). 4. I9]. sin (9 ta) (32.0). 


a= 
Jal cosg |a sin 
仿照 有 些 文献 中 的 记号 , 命 
I eiee. n xy _ xiAx 
S wow x'x xx 
3 Ty (3.2.11) 
dg oa ry 
uv xy 
于 是 有 


v 2S "m HE 
| — f Asia s — Y men Sese er I (3:212) 
jul uy az 


这 样 公式 (3.2.10). 可 写成 为 


icm ids £5 E 9), eL Ada sin(0 cre) 
cosÜ sinô 


(3.2.13) 
从 此 式 消去 0, 8] a7 与 A* 的 直接 的 联系 
AIAT ARCAT H A7) cb Aa — 0. (32.14) 
在 公式 (3:20), (3:243), (2.14) rp, RTA E B CO 以 
外 ; 只 出 现 列 隆 x 和 Bre Ue RE TRIS I BET. 所 以 这 些 
公式 都 与 坐标 系 的 取 法 无 关 , 即 它们 是 不 变形 式 的 包含 定理 
从 公式 (3213), (2.14) 可 以 看 到 ， 上 述 包 含 定理 给 出 的 
上 ,下限 是 有 联系 的 。 改变 6 的 值 , A 和 1” 要 来 同时 增加 ， 要 来 
同时 减 小 ， 各 种 可 能 的 (1*, A7) 所 形成 的 曲线 ， 是 双 曲 线 的 一 个 
分 支 , 如 图 3.2.2 Bron. 因此 我 们 内 能 选取 一 个 适中 的 9 值 , 以 便 
兼顾 上 ,下 限 ,下面 讨 论 五 种 选 法 ， 
第 一 种 选 法 是 使 上 、 下 限 的 比值 最 接近 1 ,即使 


村 二 tn a) 二 最 小 (3.2.15) 
zm tang 
这 个 最 小 值 发 生 在 
sin2(8 -- a) — sin20, BI 8 一 E 一 (3.2.16) 


这 时 公式 (3.2.13) 简化 为 


B) 3.2.2 
E I — 
i7 m M gig tn 人 (和 e 2); 1*2 A M cu 人 (和 2). 
全 部 改 用 Ars 44 的 记号 后 则 有 
a? = ha F Vlag a). (3.2.17) 


vip 3.2.2 [UIS E js s "C s os lob ERE ZR RA VIT 
R. ; 
第 三 种 选 法 是 使 上 、 下 限 的 差距 最 小 ,也 就 是 使 公式 (3.2.8) 的 
右 端 最 小 ， 这 时 显然 应 该 取 
0 一 一 。 (3:2,18) 
这 样 公式 (3.2.10) 简化 为 
AS ese EIC D (3.2.19) 
这 是 Kpburos-Borozio60BU9 和 Weinstein! B E, FIRAR. X 
个 公式 相当 于 图 3.2.2 中 的 及 点 * 它 是 双 曲 线 的 等 倾 切线 的 切 点 . 
第 三 ， 如 时 我们 不 仅 知道 了 近似 的 本 征 烈 阵 oe, 并 且 还 知道 


de 


了 近似 的 本 征 值 2*， 那 未 我 们 可 以 有 意识 地 招 Ae 放 在 包 合 定理 


所 预示 的 区 间 的 中 点 ,也 就 是 使 
(7 AT) T ha. (3.2.20) 


从 (3.2.14),(3.2.20) TESTES 

A7 = Aa FAI Re 十 24。 (3.2.21) 
MARME i 看 作 是 可 变 的 ，。 那 玉 公 式 G21), (3221) 是 两 
种 等 价 的 参数 表示 法 。 9 与 ls 的 联系 是 


jy = V Tan saa), (3222) 


第 四 , 如 果 我 们 要 计算 第 i 个 本 征 值 为 的 下 限 ， 并 希望 它 大 
一 点 那 末 必 须 同时 允许 上 限 也 大 一 点 ， 但 是 上 限 太 大 就 可 能 把 
下 一 个 本 征 值 a 包含 在 区 间 内 反而 把 想 求 的 为 放 过 T. MA 
V 不 能 取得 太 大 ， 如 果 我 们 事前 知道 了 下 一 个 本 征 值 ya 的 下 
限 ras 那 末 我 们 可 以 这 心地 把 s 的 上 限 取 在 174, 即 取 


Ab (3.2.23) 
这 时 公式 (3.2.14) 给 出 
Nin 
ar ARN 
ETE S (3224) 
maA 
Án 


这 便 是 Templet, Kohn", Collatz”, Katot 等 人 的 下 限 公 
A 

第 五 ,如 果 我 们 希望 上 限 小 一 些 , 那 来 必须 同时 允许 下 限 也 小 
一 些 . 但 是 下 限 大 小 就 可 能 把 前 一 个 本 征 值 41-1 包含 在 区 间 内 反 
而 把 想 求 的 本 征 值 w 放 过 了 ， 所 以 不 能 取得 太 小 。 如 果 我 
们 事前 知道 了 前 一 个 本 征 值 的 上 限 ata 那 未 我 们 可 以 放心 地 把 
1, 的 下 限 取 在 xao 即 取 

a= a (3.2.25) 

JAIAN 32:14) 给 出 


(46 


Aia 
TRES UE: 
vm 920 
LORI au (3.2.26) 
Án 


这 便 是 Kohn, Kato?" 等 人 的 上 限 公式 。 

i 作为 一 个 例子 ,再 来 考 感 (3.1.4) 式 给 出 的 矩阵 A 的 标准 本 征 
值 问题 ， 表 3.1.1 中 的 第 7 一 10 行 给 出 了 根据 公式 (3,2.17)， 
(3.2.19)，(3.2.24)，(3.2.26) 得 到 的 上 、 下 限 ， 公 式 中 的 条 +4 和 
ita 是 用 表 中 第 4 行 的 Collatz k, TIR. 从 表 中 的 数值 可 以 看 
到 ,对 于 相同 的 近似 的 本 征 列 阵 ,改进 后 的 包含 定理 给 出 了 4 
多 的 上 \ 下 限 . vdd 

| 上 面 介 绍 的 几 个 上 、 下 限 公式 (3.2.10) 一 (3.2.26)， 是 在 只 给 
出 x 和 yy 一 Ax 两 个 列 阵 的 条 件 下 所 能 得 到 的 最 优 估计 .这 就 是 
说 ,只 要 CORO 入 再 稍稍 靠近 一 点 , 那 来 其 间 就 可 能 不 存在 本 征 值 
了 .例如 ,如 果 把 公式 (3.2.21) 给 出 的 上 、\ 下 限 再 稍稍 靠近 一 点 而 命 

m= Ay — ALAS m Dad F lahet E, 
dm Ay + NT — 2g dak — 85 

A e 为 一 个 下 的 小 最 ， 那 未 在 aa 闻 就 可 能 没有 本 征 值 了 ， 

这 只 要 举 出 一 个 例子 便 说 明 问题 了 。 考虑 二 维 问题 
bal j al 


an 2 


取 近 似 解 
xe[10F/,y-AX- alijs. m zou F an) 
5 i 

这 时 有 


à 
= fit nh 


Ar = an, hg 7 


而 A WRAK 


Au 


1 oe m eA 
tam y Gu aa) F E (an + 4n)! — aun + ah 


DEAS 


dy X NA m Dada TARS 

TW U< pms 2a me 两 个 赤 征 值 都 落 在 区 闻 m n zh. 

上 上 面 讨论 的 几 种 包含 定理 都 只 适用 于 标准 本 征 值 问题 ， 下 面 
再 介绍 两 奖 适 用 于 广义 本 征 值 问题 的 包含 定理。 在 推理 过 程 中 我 
们 要 把 广义 本 征 值 问题 化 为 标准 本 征 信和 问题 ， 但 在 实际 应 用 时 并 
不 需要 这 样 的 预 处 理 ， 

著 虞 广义 本 征 值 问题 $1.1 中 的 方程 (1.1.2)， 当 MAETH 
阵 时 ;我 们 可 以 把 MiA ANERE. 在 这 种 情况 下 存在 有 非 奇 异 
变换 q 能 使 


gr Mp = I. (3.2.27) 
这 样 的 变换 矩阵 有 无 穷 多 个 ， 但 借助 其 中 的 任意 一 个 都 能 完成 以 


下 推理 . 
FURER ood K, M, x 作 如 下 的 变换 ， 
vy'Ko=A, K=— (9 "Ae", 


pr7Me 一 五 M= (e. (3.2.28) 
qx-—É. x= p$. 
这 样 $1.1 方 程 (1.1.2) 3879 
AE — AE — 0. (3.2.29) 


SETARACRE IUBE RO RROBERSAERELIRUS 便 可 以 应 用 前 述 的 包含 定 
理 了 ， 从 原来 给 出 的 近似 解 x 可 求 得 新 闻 题 中 的 近似 解 根据 
吉 便 可 进一步 计算 


n= À£, 

,, EAE xTKx 

r= EE xtMx 

Vo ain LEATAE 一 xtKM^ Kx 

"gn — EAE xXKx C (32.30) 
lal — 1,1 

四 es 
Ems IE 


ETENN $ A x! Mxx KM ^ Kx i 


KC dee a, Ars 4， 前面 的 公式 (312.13), (32.14) 
É phe (3.2.21) (3.2.24) , (3.2.26) 继续 成 立 
5 正定 矩阵 时 ， 我 们 可 以 把 K JB. 在 这 
可 以 把 K 化 为 单位 矩阵 ， 在 这 种 
dI Kd — 4. 
这 样 的 变换 矩阵 也 有 元 穷 LEUR è iiu 
Mura UB dr. EE REID RU CERE I IB RESETA 
根据 多 对 K, M, x, 1 作 如 下 的 变换 
J$'Kó—L K= (gy, 
4'Mé =A, M= (PAg, 


5 HE x= gë, (3.2.32) 
qux E 
X $1.1 DE (1.1.2) 便 能 转变 为 
AE— uk — 0. (3.2.33) 


RA RT 又 可 以 应 用 以 前 的 包含 定理 
,从 原来 给 出 的 近似 解 之 可 求 得 新 人 NE. 
xus x 可 求 得 新 间 题 中 的 近似 解 洁 ; ^ dS E 


7— Aš, 
Hg EAE  x'Mx _ 1 
EE x" Kx TN 
nA AE x MKOMx 1 
En EAE EUER (3.2.34) 
ts pde eu 
Bs 2 


AP T (3.2.14), (3.2.17), (3.2.19), (3.2.21) 
2.24), (3.2.26) 48 BOSE T TUNE NA 
IEA Ar 0 As) USD ABRSOUE RE 


1 agis 85 E 90 «gp 
ate ASA sin(0 +a) X 
cosü ^ V iras dug ue (3.2.35) 


AUD AT) Akis = 0. (3.2.36) 


49r 


最 近 比 值 上 ` 下 限 


17 = ip FV Ar is)» (32:37) 
WwhžEE, FIR 
17 = 1s ENV Ase A) s (3.2.38) 
dh seti ERR 
3*5, X MET Zhsla Anda o (32,39) 
给 出 后 一 个 本 征 值 的 下 限时 
25 Am =R 
pm (3.2.40) 
AR IN 
c 5 
给 出 前 一 个 本 征 值 的 上 限时 
afa m d 
S 与 ID p (3.2.41) 
Às 


AR 32:38) 给 出 的 下 限 公 式 与 Schreyer-Shibl?! 和 Popelar”® 
给 出 的 相同 。 公式 (2.2.37) 给 出 的 下 限 公式 与 Kual 给 出 
的 相同 . 


$ 3.3 ”放大 倍数 和 本 征 值 的 包含 定理 


考虑 无 阻尼 线性 结构 的 固有 振动 问题 。 暂 且 假 定 逢 阵 长 和 
朵 都 是 正定 的 .设想 该 结构 在 某 种 载荷 作用 下 进行 扫 闫 试验 . 当 
外 加 频率 接近 于 固有 频率 时 ,结构 便 产 生 了 强烈 的 共振 ,从 而 产生 
了 很 大 的 这 天 倍数 。 从 理论 上 说 , 放大 倍数 为 无 穷 大 时 的 频率 为 
固有 频率 。 这 大 倍数 越 大 ,外 加 频率 越 接 近 于 固有 频率 . 由 此 看 
来 ,放大 倍数 反映 了 外 加 频率 与 固有 频率 接近 的 程度 。 因 此 ,根据 
放大 倍数 理应 能 够 确定 固有 频率 的 上 下 限 ， 

对 于 单 自由 度 系统 ， 放大 倍数 已 有 了 公认 的 定义 ， 对 于 多 自 
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由 度 系统 ,虽然 也 常用 “放大 ?二 字 来 形容 强烈 的 共振 ,但 放大 倍数 
尚未 有 公认 的 定量 的 定义 ， 我 们 外 建议 按 结构 所 具有 的 能 量 来 定 
义 放大 倍数 ， 此 数 可 更 确切 地 称 为 能 量 放大 倍数 。 结构 的 能 量 有 
两 种 ， 一 种 是 应 变 能 , 另 一 种 是 动能 。 对 比 的 基准 也 可 以 有 两 种 
取 法 .二 种 是 忽略 惯性 力 时 的 响应 ， 它 是 一 种 瘤 响 应 ， 简称 长 响 
应 ， 另 一 种 是 忽略 弹性 力 时 的 响应 ,简称 M 响应 ， 把 所 考虑 的 结 
JEn qe" 作用 下 的 动 响应 ， 故 响应 ，M 响应 依次 记 为 
wae, wp, ci^, Wp, 
这 样 ， 根据 三 个 响应 可 分 别 计算 出 三 个 应 变 能 峰值 和 动能 系数 峰 


值 : 
H(wa), I(w4), U(wn), 


T(wa), TW), Twp). 
根据 这 六 个 能 量 可 定义 四 种 (能 量 ) 放 大 倍数 如 下 : 
Mu en (3.3.1) 


Cw.) 


END (3.32) 
pc Tw? 
sai E (3.3.3) 


Tw, 


JT) (3.3.4) 

LI T(w,) 
这 里 的 记号 规则 是 : 4 是 以 发 响应 为 基准 (分 母 ) 的 放大 倍数 ，? 
是 以 放 响应 为 基准 的 放大 倍数 ,下 标 2 指 对 比 的 是 应 变 能 ,下 标 
t 指 对 比 的 是 动能 系数 : 
对 于 背 自 由 度 杀 绕 ,容易 导出 上 列 四 种 放大 倍数 的 公式 


i 
gum, POÀ po Bh ne» (3.3.5) 
Àn 
Koi. P 
Pm tasa v3) ves». (3.3.6) 
Au 
e». 


式 中 


Ay cmo, ip = Ohe (3.3.7) 


wx 仍 为 外 加 频率 ,而 eos 是 结构 的 固有 频率 ， 当 一 个 公式 对 ww 和 
pa (或 vp RI v) 都 适用 时 ,我 们 就 去 掉 下 标 而 简写 成 (或?), 对 


于 多 自由 度 的 系统 ;tw 和 pe s DA vr 和 vs 部 可 能 不 相等 . 
多 自由 度 系统 的 振动 可 以 看 作 各 单个 固有 模 态 振动 的 秋 加 ， 


在 一 定 的 外 载荷 频率 下 ,有 的 固有 横 态 这 大 得 较 大 ,有 的 放大 得 不 
XS 公式 (3.3.1)~(3.3.4) 定义 的 放大 售 数 是 单个 固有 模 态 的 放 


大 倍数 在 能 最 下 的 平均 值 ， 因 此 它们 必定 不 会 大 于 放大 得 最 
大 的 那个 固有 模 态 的 放大 倍数 , 即 
FE (3.3.8a) 
E 
v< max z (3.3.8) 
ESI 
m 
suh a EAE i 个 本 征 值 ， 改 为 倒数 ,有 
| e L> minji = #|. (3.3.9) 
[2 D À; » i Ast 
由 此 可 知 ,必定 至 少 各 存在 一 个 本 征 值 1,, 分 别 能 使 
| 一 全 aL (3.3.10) 
Taia E 
p= el, (3:311) 
apti 


严格 说 来 , 上 列 两 个 公式 中 的 4; 不 一 定 相同 。 但 是 为 了 节省 记号 
远见 , 用 了 同一 个 记号 MAR (3.3.10), (3.3.11) 可 知 , 在 下 列 
参数 区 间 内 至 少 各 有 一 个 本 征 值 

ENR p uL (3.3.12) 


A (i-i)«ei«s (1+4). (3.5.13) 
2 


这 便 是 用 能 量 放 天 倍数 表示 的 本 征 值 上 下 限 的 两 组 基本 公式 . 

EMAR (3.3.12) 或 (3.3.13) 作 实 际 计算 时 ,我 们 不 一 定 非 
要 先 假设 一 种 载荷 ， 然 后 计算 结构 的 动 响 应 和 简化 的 及 响应 和 
M 响应 , 最 后 计算 能 量 放大 倍数 。 这 样 做 工作 量 很 大 ,并且 有 时 
修 实际 上 很 难 行 得 通 。 我 们 可 以 采用 一 种 变通 的 办 法 , 先 利 用 其 


它 方法 (例如 里 兹 法 或 别 的 什么 方法 ;甚至 用 实验 测定 也 可 以 ) R 


出 近似 的 振 型 ws 和 本 征 值 4x 然后 把 此 近似 解 看 作 是 茶 种 载 葵 
qe 作用 下 的 响应 而 计算 此 种 载荷 ， 给 出 频率 和 响应 后 计算 载 
荷 , 一 般 是 不 困难 的 . 然后 再 根据 算得 的 载荷 9 计算 简化 的 响应 
wR wp. 这些 计算 的 工作 量 要 比 计算 动 响应 小 得 多 . 

公式 (3.3.8) 是 通过 力学 上 的 逻辑 推理 得 到 的 ,其 余 的 公式 是 
按照 数学 推导 得 出 来 的 。 下 面 我 们 分 长 响应 和 M 响应 两 种 情 
MAAR (3.3.8) 作出 数学 证 明 ， 并 把 公式 (3.3.12),，(3.3.13) 改 
写成 更 加 便于 应 用 的 形式 . 

基于 K 响 应 的 上 下 限 公式 

ZBH $1.1 方程 (1.1.2) 定义 的 广义 本 征 值 问题 ， 设 已 用 其 
种 方法 求 得 了 一 组 近似 解 


Ac y, Xm Xs. (3.3.14) 
将 此 代入 81.1 FE (1.1.2) 的 左 端 ,得 到 
Kx, — Mx = f. (3.3.15) 


从 数学 上 看 f 代 表 残 差 . ”从 力学 上 看 ,Kxs 代表 弹性 力 ， 
一 4wMxs 代表 惯性 力 ; 而 F 代表 强迫 振动 中 的 外 载荷 ， 城 荷 上 产 
ER K 响 应 xx 可 由 下 式 决定 : 
Kr, =f = (K — iM) (5.3.16) 
由 此 得 到 
x= KF = (1— aK Mx, (3.3.17) 
Ej zc 0. oe, 对 应 的 应 变 能 和 动能 系数 分 别 为 


一 


(x4) — x xiKx;, TR) T xM Xas 


(3.3.18) 


ne) = iK Tœ = y Mr 
因而 基于 K MAAE RC Don 
ge NEU (3.3.19) 
up 7 xKx,? w= xi Mæ 
3T MR LEIAR 33:80), 设想 把 近 似 解 x 按 术 征 列 
陈 展开 


xa = D) eui. (3.3.20) 
; 


m 


FES 
x (1 EOM, = 31 (a = 好) quio 0 (3205 
Dow Ay 


进一步 有 


x; Mx, 一 DA di» 
7 


j 
Ma = 91 (1 2 à d, 


xpKx M uti 
7 


» DR (3.3.22), 
aKa 21 (= te) ud. 
K M Aa] 
À i 
R= A = x ü m L 5 id (3.3.23)» 
Da 


2Mx, 


7 ; (3.3.23), 
8i RH 人 |a 
i 


为 了 便于 看 清楚 好 和 u 确实 是 单个 固有 模 态 的 放大 代数 的 平 HÀ 
fitt t RR Rs 


dn 


AR NES d 
(i 2) a; = bis di T ( X 四 09 人 
Aj 
À. eid " 
(1 B) qi = ci, a (3.324), 
A 
这 样 便 有 
5 
> 1—3y 
a à (3.3.28)5 
Po » z f 
7 
d 
Russ 
au i (3.3.25 ), 
21d 


此 两 臣 表 明 , 如 和风 确 是 单个 固有 模 态 的 放大 倍数 的 加 权 (分 别 
3 BR) 平均 值 ， 平 均值 不 大 于 其 申 的 最 大 者 ,所 以 有 
ik 


PE ES 
WS max fuc am (3.3.26) 
Àj 


此 即 公式 (3.3.84), 到 此 补 齐 了 数学 证 明 , 
为 了 能 应 用 公式 (3.3.12), 最 重要 的 是 须 预先 知道 近似 的 本 
征 列 阵 xa, 至 于 近似 的 本 征 值 4x 可 以 暂 不 确定 而 把 它 看 作 是 一 
个 可 供 选 择 的 待定 参数 . 当 au 改变 时 , 放大 倍数 随 之 改变 , 因而 
上 下 限 的 值 也 随 之 改变 。 为 了 得 到 上 下 限 随 A 而 变 的 显 式 ,适宜 
于 把 它们 用 三 个 参数 来 表示 . 
为 了 达到 上 述 目的 , 先 把 x 表示 为 
X, = X4 — 19 (3 到 7 机 
xap = K Mra, (3.3.27,) 


os 


公式 (3.3279) ERG, a 的 下 标 4 原来 是 指 dyaamic， 现 
在 用 于 兼 插 迭 代 的 阶 次 。 zz 是 从 xs 逆 选 代 一 次 得 到 的 ， 在 求 
UIN AERE, Xan EG xa 5 接近 于 精确 解 . 从 两 个 列 阵 xa 和 
xa 可 以 计算 出 三 个 应 变 能 和 三 个 动能 系数 如 下 : 

xiKx; xiKx;a, XauÉXau. 

xiMes, xi Mia, XiaMxes. 


由 此 可 求 得 三 个 其 量 纲 都 为 频率 参数 的 比值 : 


pe — RE CES 
xiKx;. ， x2Mx. 
T T 
na Ken Men, (3.3.28) 
xinKx,n xa Maian E 
qum x Mon xinKxar 
P = Faa Krana 


z T T . 
aia Mata  xXnMxaa 


芭 王 东 雍 值 是 某 个 本 征 值 的 相信 三 阶 次 的 近似 值 ， 特 别 是 ,tn 和 
ABRET x 和 xh 的 瑞 利 商 ， 利用 这 三 个 比值 ， 能 量 放大 


倍数 可 表示 为 
41 Gut Mesas K Gg — hat) 
n raK xa 
2 
ug) cg ee (3.3.29)» 
ir Anis 
do Gm Ata) M Gr — atan) 
w IM xa 
2 
mM RAS (3.3.29), 
As Ashy 


这 样 公式 (3.3.12) 便 可 表示 为 


i xaxa, (3.3.30) 
其 中 
1 
PM E d (3.3.31)5 


hy 


m E 
14125 + 


上 列 丽 个 公式 以 完全 相同 的 数学 形式 包含 着 一 个 未 定 参 数 ly 和 
某 休 本 征 值 的 相 邻 丽 阶 次 的 近似 值 (Xa; 加 ) 或 (4s, Az). 

从 公式 (3.3.31) 消去 不 定 参 数 lx， 可 得 到 17 与 V* 的 直接 的 
联系 


和 二 
(3.3.31), 


A*A7 — AS (A* HAT) Aris = 0, (3.3.32)» 

A*A7 — Anlat + A7) + Asir = 0, (3.5.32), 
这 两 个 公式 与 公式 (3.2.14) 具有 相同 的 数学 形式 .关于 怎样 合理 
地 选取 或 17 或 让 ,可 参 邯 上 节 的 讨论 。 


基于 肢 响 应 的 上 下 限 公 式 
对 于 同上 的 载 葵 残 差 f， M 响应 zw 由 下 式 决定 : 
— A Mx, = F= (K — M) Xas (3.3.33) 
由 此 得 到 
2 = Mof- ( = d M^K) faa a 69:55) 


3 36, Uoc, 对 应 的 应 变 能 和 动能 系数 分 别 为 
Mæ) =E Ke Ta) 一 luxe. 
^ (3.3.35) 
1 
了 (za 一 F aRt Tn) = y xr Man. 


_ 基于 用 响应 的 两 种 能 量 放大 倍数 为 


Ee EU 
ve =A aKa "TN Mer (3.3.36) 


为 了 从 数学 上 证 明 公式 (3.3.8b), 仍 设想 把 xa 按 本 征 列 阵 展 
开 如 公式 (3.3.20), 于 是 根据 公式 (3.3.34) 有 


xus» (i z A ud (3.3.37) 


Kx 一 uas (3.3.38) 


ilL xK) E max T» 
站 AY. i b 
x; Kx, (i- Ejus ( ) 
E ^. 
2o (3:39), 
n 
xiMx. > 
Dr mp ( m 
xn Man > d a 2 ai i. 
(3.3.39), 


此 即 公式 (3.3.80). 到 此 补 齐 了 数学 证 明 . 
和 前 面 讨论 的 情况 类 似 ;， 基于 服 响应 的 上 下 限 也 随 参 数 %% 
的 改变 而 改变 , 其 显 式 也 可 用 三 个 类 似 的 参数 来 表示 。 为 此 引进 
一 个 新 的 列 阵 xa 如 下 : 
Xu = Xa — as xin Xa = M Kx, (3.3.40) 


* 
xu 是 从 xa 迭代 一 次 得 到 的 . 从 两 个 列 阵 oaa Roa RT 计算 三 
个 应 变 能 和 三 个 动能 系数 如 下 : 

xbuKx;a, xiaKxa xaKxa, 

xbaMx4a. xia Mza, xaMxa. 
由 此 可 求 得 三 个 比值 


7 
LÓxLaKxaa _ xiKxas 


D 
eT Keia a Mzaa 
xl Mx o XKt (3.3.41) 
t e A i= 
. xa Mxs- xaKxa 


一 Me _ xiKx, 
$ x; Mra xi Mr” 
这 三 个 比值 也 是 某 个 本 征 值 的 相 邻 三 阶 次 的 近似值 ; 特别 是 4s 和 
Aa 分 别 是 基于 xe 和 xs 的 瑞 利 商 ， 利用 这 三 个 比值 , 能 量 放大 
倍数 可 表示 为 


v? xi Kx 
Ju iah 
mUl (3.3.42)» 
TTF 
T 
x (xa =i e M(x, E zsa) 
vi x; Mxa 
AR REE 
一 1 一 2 所 十 : 
ea (3.3.42), 
这 样 公式 (3.3.13) 便 可 表达 为 
T (3.3.43) 


其 中 


Af end Q ee (3.3.44)p 

Af -A. (à zs d 一 ait 十 E ) (3.3.44), 

这 两 个 公式 也 具有 完全 相同 的 数学 形式 .公式 (3.3.44), 58.2.21) 

全 同 . 

从 公式 (3.3.44) 消去 不 定 参数 14 可 得 到 和 与 对 的 直接 的 
联系 


ATAT — halat + à7) HF pha = 0, (3.3.45), 

A*A7 — AR(4* 9E 47) HF Aga — 0, (3.3.45), 

这 两 个 公式 也 具有 相同 的 数学 形式 .公式 (3.3.45), MEER Temple? 
Edu 

注 ， 上 面 假定 发 和 三 都 是 正定 的 ， 从 而 定义 了 四 种 放大 倍 


，59 ， 


3. 4 KR 尽 为 非 正定 时 ,有 些 放大 倍数 继续 存在 ,因此 从 这 些 
放大 倍数 导出 的 上 下 限 公式 和 出 了 八 种 情况 下 各 
存在 哪儿 种 放大 倍数 . 例如 在 M seas, K 可 正 可 负 但 非 奇异 
的 情况 ,mx 存在 , 但 其 它 硅 种 放大 倍数 不 存在 ， 表 中 有 两 种 情况 ， 


» 


四 种 放大 倍数 都 不 存在 ， | 


不 定 (可 正 可 负 》 


Hos Hi 
Vps Ve 
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我 们 注意 到 ,对 于 工程 中 经 常 遇 到 的 振动 问题 ， 刚 度 和 矩阵 KC 


和 质量 矩阵 MTERA 
K=K +K +: tK, (3,4:19) 
M= M +M, +-+ + M. (3.4.1b) 


yep Ky My 为 半 正 定 的 (有 时 也 可 能 是 正定 的 ) 对 称 抢 阵 ， 这 
样 的 分 解 可 以 叫做 非 负 分 解 。 给 定 一 个 非 负 矩阵, 要 将 它 作 非 负 
分 解 ; 单纯 从 数学 上 游 肛 可 能 难于 下 手 。 但 是 在 有 力学 背景 的 情 
况 下 ， 非 负 分 解 并 不 困难 。 例如 在 有 限 单元 法 中 ; Kim Mr 可 取 
作 单 元 刚度 矩阵 和 单元 质量 矩阵 ; 在 子 结构 法 中 ， KK; 和 M; am 
作 子 结构 的 同名 和 矩阵。 此 外 ,我 们 还 可 以 利用 近似 解 作 非 负 分 解 。 
当下 和 用 能 作 非 负 分 解 时 ,我 们 有 下 列 两 个 包含 定理 ， 

质量 包含 定理 ， 对 于 一 组 给 定 的 量 4 ls tt olo 如 果 齐 次 方 


Kx — (UM 二 DA 十 十 iM)x=0 (3.4.2) 
非 零 解 ,那么 广义 本 征 值 问题 $1.1 方程 (1.1.2) 在 区 间 
Wes eA (34.3) 


内 至 少 有 一 个 本 征 值 ,其 中 
dere min lj, À* = magli (3.4.4) 
证 明 如 下 。 考虑 一 个 新 的 本 征 值 问题 
Kx — pM + LM, ttl Mx=0, (3.4.5) 
其 中 为 本 征 值 .根据 题 设 ; 方程 (3.4.5) 有 一 个 本 征 值 ( 设 为 
py) 28 : 


da 7 Y, (3.4.6) 
现在 设想 把 1 看 作 可 变 的 参数 ， 而 把 m TJ D POR. — 因为 
My 都 是 六 正定 的 给 隆 ， 所 以 4 增加 时 ph INSCR, TRE UIN 
时 jp 增加 或 不 变 .因此 我 们 能 名 做 到 让 接 小 的 几 个 增加 、 较 大 
的 几 个 三 减 小 而 保持 pax 一 LORS, EONO E UH AG 1 85 
于 一 个 公共 值 4: 


Aiga SA 
这 个 公共 值 能 使 
Kx — iM M, + + Mx=0 
的 一 个 本 征 值 wx = 1, 即 齐 次 方程 
Kx — AGM, + M, +- M)x —0 
APF. WEE. 
当 M AHAH RITAR S = N, 并 且 使 M 分 别 只 
有 一 个 主 元 不 等 于 零 ， 这 样 质量 包含 定理 便 退 化 到 $ 3.1 介绍 的 
Collatz 讨论 过 的 情况 。 所 以 我 们 的 质量 包含 定理 是 Collatz 包含 
定理 的 推广 . 
作为 一 个 例子 ,继续 来 考虑 本 征 值 问题 〈3.1.7)。 现 在 将 它 改 


2 k ^o 4^ 2 3 sio) Xy 
Her [En esee peor ed e 
"I -— 1,2 0.5, i= 1/3, 1 — 0.5 是 一 组 解 . 于 是 根据 
质量 包含 定理 得 知 在 1/3 «& 1 1/2 内 有 本 征 值 (0.382). 
刚度 包含 定理 ”对 于 一 组 给 定 的 最 hs hs ,ls, WEF RY 


eól o 


变 为 


(AREK Tti K) Meo 64.7) 
m Ü 1 


帮 非 零 解 那 未 广义 本 征 值 问题 $1.1 方程 (1.1.2) 在 区 间 
TEAN (34.8) 


内 至 少 有 一 个 本 征 值 ,其 中 
1 min lj, X= max li, (3.4.9) 
此 定理 的 证 明 很 容易 。 把 原来 的 问题 改写 成 为 


Mx— e Kx = 0, (3.4.10) 


便 可 以 从 质量 包含 定理 导出 则 度 包含 定理 。 

质量 包含 定理 或 刚度 包含 定理 在 实际 工作 中 如 何 应 用 ， 现 在 
还 没有 深入 细致 的 研究 。 现在 谈 谈 初 步 设想 ， 设 已 求 得 了 SLI 
方程 (1.1.2) 的 某 一 个 本 征 值 的 近似 值 *, 但 不 清楚 它 是 该 本 征 
值 的 上 限 还 是 下 限 ， 现 在 希望 再 找 一 个 近似 的 本 征 值 s AEE 
清 确 值 包含 在 和 2 之 间 ， 为 此 目的 , 可 以 把 好 作 非 负 分 解 为 
两 项 之 和 


M =M, + M, (3.4.11) 
并 从 原来 的 问题 设立 一 个 新 问题 
Kx — (4M, + 23*M2)x — 0, (3.4.122) 
即 
(K — V My)x — V Mx — 9. (3.4.12b) 


Apa 是 待 求 的 新 的 本 征 值 ， 方程 (3.4.12) 的 本 征 值 可 能 有 许 
多 个 。 如 果 有 一 个 太 与 相等 ， 则 表明 1 是 精确 解 ， 如 果 所 有 
的 愉 痢 在 2 的 一 边 (大 于 或 小 于 XY), 那 示 把 最 靠近 的 那个 和 
取 作 "于 是 根据 质量 包含 定理 可 知 ， dE V 5A" 之 间 必 有 本 征 
48, BLA, A" 为 某 本 征 值 的 上 下 限 、 如 果 2? 中 有 比 * 大 的 ， 也 有 
pe à Jl, Bade A. 稍 小 和 稍 大 的 两 个 2* 分 别 记 作 并 和 A 
于 是 根据 质量 包含 定理 可 知 , 在 两 个 区 间 

AU ea saa eA SS AL 


(3.4.13) 
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内 ,至 少 各 有 一 个 本 征 值 . 
质量 包含 完 理 还 提供 了 一 个 能 够 使 上 下 限 同时 逼近 精确 值 的 
渤 代 法 ， 这 个 方法 的 步骤 如 下 。 根据 给 定 的 近似 值 V, MD TE 
GAID 求 一 个 适当 的 新 本 征 值 ”精确 解 既然 落 在 ARA m 
间 , 我 们 可 以 取 适 当 的 比 数 @, P: 
a70,820,ec-fg-—1, (34.142) 
而 取 i 
a= aM BM (3.4.14b) 
帮 为 新 的 未 征 值 而 重复 以 上 过 程 ， 在 每 一 步 迭 代 过 程 中 , Eo, 
8 的 值 可 以 不 同 , 它们 可 根据 收 化 情况 随时 调整 。 在 收敛 规律 还 
不 清楚 的 情况 下 ,不 妨 把 a。 取 大 一 点 ， 这 是 一 种 稳扎稳打 的 办 法 . 
在 收敛 规律 已 明朗 的 情况 下 ,可 调整 vc，8 的 值 以 加 快 收敛 速度 ， 
有 一 种 取 新 的 近似 值 的 办 法 是 把 方程 (3.4.12) 的 本 征 列 阵 x 
看 作 是 原 问题 $1.1 方程 (1:1.2) 的 近似 解 ,于 是 利用 瑞 利 商 有 


Mes (34.15) 
从 新 间 题 (3.4.12) 可 证 明 
x!Kx = Vx" Mix + Mx" Mix, (3.4.16) 
因而 公式 (3.4.15) 可 改写 成 为 
g = XATM, EXT Mae. Gum 


xt M,x + x" Mix 
对 比 (3.4.:14b), (34.17) Bis RTI, (3-4-15) 式 的 取 法 相当 于 把 
比 数 o, 8 正比 于 各 自 的 动能 
aig = x" Mix" Max. (3.4.18) 

在 实际 工作 中 本 法 的 成 效 取决 于 非 负 分 解 (34.11) 是 否 适 
宣 ， 对 于 预想 中 的 某 一 阶 本 征 值 ， 最 好 Ms 是 起 主要 作用 的 质量 
和 矩阵， 而 M 是 只 过 次 要 作用 的 质量 矩阵 ， 这 样 可 能 会 有 较 好 的 
收敛 性 。 这 禅 说 来 ， 上 面 说 明 的 迭代 法 可 以 叫做 主 次 质量 (或 则 
度 ) 的 降 阶 迭代 法 . 

下 面 建议 一 种 利用 近似 解 的 主 次 质量 分 解法 . 设 


*—o, =x (34.19) 
是 某 二 阶 固 有 振动 的 近似 解 , 并 且 o 已 经 按 动 能 系数 归 一 化 了 


97M — 1; (3.4.20) 

有 了 这 个 近似 解 ; 我 们 可 以 取 
M, = Mop'p' TM, (3.4:21a) 
M, = M — M; (3.4.21b) 


M, TR 


非 负 的 : 
x' Mix = x'Mo'o"Mx = (Mx) > 0, (3.4.22) 
M, 也 是 非 负 的 ,这 可 证 明 如 下 . 设 x 是 任 给 的 一 个 列 阵 。 命 
E=" Mx, ` (8.4.23) 
Ww pee Sy gE (3.4.24) 
于 是 有 
pMy = p" M= q'E) 
=g" Me =p Mpg = E= E = 0, (3.4.25) 
此 式 表明 p iy IER. 这样 进一步 有 
x Mx = x"( M — Mo'p M )x = x Mx —£& 
= (y + pE My + gE) — ë 
SIMY EE MY E O, (3.4.26) 
Mi RS AEG MEHR. 
对 于 这 样 选 定 的 Wi 和 Ma, 方程 (3.4.12b) 变 为 
(K — A Mx = Mx = A Mo'y Mx, (3.4.27) 
在 这 个 本 征 值 问题 中 只 有 一 个 自由 度 有 质量 , 它 的 解 很 容易 求 得 ， 
仍 按 公式 (3.4.23) 引进 中 间 变 量 5。 这 样 方程 (3.4.27) 可 改写 为 
(K — A M)x = £A* Mo. (3.4.28) 
如 果 《〈 民 一 六 及) 是 奇异 矩阵 ， 那 末 显 然 六 一 0. 如 果 (长 一 
XM) 为 非 奇 蜡 ; 那 未 可 以 从 上 式 解 出 æ: 
x = EA” (K — MM) Mo. (3.4.29) 
这 便 是 新 的 本 征 列 阵 的 公式 .| 其 中 的 复合 常数 #2Y 可 出 归 一 条 件 
确定 . 用 pTM Be (3.4.29) 式 , 得 到 
E GA TMOK — XVM) “Mg. 


由 此 立即 得 到 
A =p "MK — XM)? Mg. (34.30) 


Q^; 2*) 便 是 某 阶 本 征 值 的 上 下 限 ， 

如 果 我 们 准备 用 迭代 法 进一步 改进 近似 解 的 精度 ， 那 末 可 以 
根据 新 的 本 征 列 阵 (3.4,29) 及 相应 的 瑞 利 商 作 为 第 三 轮 迭 代 的 起 
AS. s 

Ett Bé BH RAS SERT e E RE YE ME — 7 P fi i E p 
(K — M)”. HF M 只 起 次 要 的 作用 ， 因 此 我 们 可 以 把 My， 
看 作 小 量 ?， 于 是 在 K 非 奇 异 时 有 近似 公式 

! (K—YM)"—K^-rVK?^MK", (3.4.31) 
AREE XS POSER D RITR Ea E FUE RH E C— 1 9OB I K^. 
9 设 


5.00000, — 1.41420, 0] 100 
K= |— 1.41420, 1.50000, — 0.40820], M — |0 10 
0, — 0.40820, ^ 0.33333 [001 


B8 6 8 e — OS PRORA e Hi RC E SR rs. 每 一 次 的 * 值 是 按 
本 次 的 9 用 瑞 利 商 求 得 的 .初始 列 阵 虽然 取得 很 著 ， 但 经 三 次 迭 
代 后 ,4 的 值 已 达到 了 四 位 精度 


工 次 迭代 2 次 和 迭代 3 次 迭代 
0.09793. 0.11377 0.11591 
e 0.34623 0.39151 0.39736 
0.93302 0.91311 0.91031 


diit o Ws 0.33333 0.15831 0.15472 0.15466 


在 我 们 的 主 次 质量 降 阶 迭代 法 之 前 ， 张 文 、 侯 志 坦 59 和 曲 力 
1) 所 谓 M, i AR A M 中 的 元 比 居 小 得 很 多 ， 而 仅仅 是 指 M, 提供 的 能 量 较 
小 :这 就 是 说 ; 当 
eT MK- Mg» M g" MK- MK- Mp 
时 ?公式 (3.4.31) 便 是 可 用 的 。 
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in? 依据 Kubar-Stale?" 的 动力 变换 法 提出 了 一 种 可 以 称 之 为 主 
次 坐标 的 降 阶 迭代 法 。 现 简 要 地 介绍 如 下 。 
光 把 从 标 划 分 为 主 次 两 部 分 ,然后 调整 从 水 的 绒 号 顺序 ,修得 
所 有 的 主要 坐标 在 前 , 记 为 zw 次 要 坐标 在 后 , 记 为 x, 这 样 有 
x [x5 xt Y. (4:32) 
招 刚度 矩阵 和 质量 短 阵 作对 应 的 划分 ， 于 是 $1.1 方 程 (1.1.2) 可 
写成 为 
(Es — AMp)Xs t OK AMn) t= 0; (3.4.33a) 
(KI aMi) En 十 (Kis 1M )x, = 0. (3.4.33b) 
和 以 前 一 样 ， 命 六 为 某 一 初 估 的 本 征 值 认为 交代 一 步 后 求 出 的 
新 的 近似 值 . 张 文 、 侯 志 坤 假定 xs 所 引起 的 惯性 力 只 起 次 要 的 作 
用 ;而 认为 方程 (3.4.33b) 可 近似 地 代 以 
(KE, — V Mi), + (Ks 一 YM jx -9.. (3:4.34) 
根据 这 个 方程 可 用 Xm 表示 Xs: 
x, = SA) Ems E (3.4.35) 
其 中 
SON =— (Ka — XM)! Kh — XMI). (4.36) 
现在 可 以 把 (3-435) 式 看 作 是 一 种 简化 假设 ， 而 用 里 兹 法 对 原 方 
程 (3.4.33) 降 阶 . 这 样 便 得 到 近似 的 方程 
(Rn — A M us) = 0, (34.37) 
甚 中 
Ran = Kon KsSQ) E STANK i t STANK S (3); 
M nn = Munt MnS) VS OMS, + ST(X) MeS). 
(3.4.38) 
方程 (3.4.37) 是 一 个 降 阶 了 的 本 征 值 问题 ， 这 就 是 降 阶 迭 代 法 名 
称 的 由 来 ， 张 文 、 修志 坤 证 明了 ， 如 果 初 始 值 * 很 接近 某 一 本 征 
值 %， 那 未 他 们 的 欠 代 法 能 收 伍 到 此 本 征 什 a. BEKS u 5 
ggtg x 5t 之 间 , 所 以 他 们 的 做 法 不 属于 包含 定理 的 类 型 . 
我 们 的 迭代 法 也 可 以 说 是 张 文 -修志 圳 迭代 法 的 一 种 改进 即 
把 按 坐 标 划分 主 次 改 为 按 质 量 划 分 主 次 。 由 于 观点 上 的 这 一 改 
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MERO" SCA S x 划分 成 #* 组 


x [xxi x. (3.5.1) 
对 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 作 相应 的 分 块 . 这 样 振动 方程 可 写成 为 
Ka — Ms, Ku Missi Ky, — MM, rx 
K;—MMa o Kon — AM, || xs 
对 mE si med 
称 K,, — AM, ox, 
(3.5.2) 
本 节 专 门 讨 论 
Kj-—0G5ij45i9—1.2,:-: n) (3.5.3) 


这 样 一 类 特殊 系统 2。 这 类 系统 的 势能 了 和 动能 系数 卫 有 如 下 的 
算式 : 


1 
cies 2 xPKax, (3.54) 
AE 
des 203 x] Mixi. (3.5.51 
mie 


这 类 系统 的 特点 是 ”组 坐标 在 势能 上 不 耦合 , TRE FLTEGIRE E38 
A. 所 以 在 文献 [9] 中 把 这 类 系统 叫做 惯性 耦合 系统 , 并 把 一 般 
系统 改造 为 惯性 看 合 系统 的 方法 叫做 惯性 耦合 法 ， 势 能 不 耦合 情 
况 有 许多 特点 。 最 主要 的 一 点 可 以 说 是 便于 应 用 子 空间 迭代 法 . 
本 节 讨 论 另 一 个 特点 ， 即 可 以 用 分 解 刚度 法 求 前 几 个 固有 需 率 的 
TUR. 分 解 则 度 法 是 首先 由 Bijlard™ 用 来 求 夹层 板 的 临界 载 
荷 , 后 来 在 专著 [11] 和 [2] 中 推广 用 于 平衡 问题 和 振动 问题 , 

We RERO Ke 不 变 而 使 其 余 的 Ki G = s) 无 限 增加 , 这 


1) 第 四 章 介 绍 的 动态 于 结构 法 中 ,有 几 种 能 使 势能 不 莘 合 . 


v 87s 


(0000000020000 RE 


样 可 得 到 = 个 部 份 则 化 的 结构 : 

本 0 一 1 2 (3.5.6) 
命 这些 部 分 则 化 的 结构 的 本 征 值 为 as 4a.…. dur 的 第 一 个 下 标 
s 指 风 化 结构 的 编号 , 第 二 个 下 标 指 本 征 值 的 编号 。 根据 分 解 刚 
度 法 ,对 于 原 系统 的 最 小 的 本 征 借 u EEUU 

= »» x (3.5.7) 

据 涪 这 种 形式 的 近似 公式 是 最 先 由 Dunkevey?" 用 分 解 季度 的 
办 法 得 到 的 。 下 面 我 们 来 证 明 , 由 上 式 得 到 的 近似 值 是 最 小 本 征 
值 的 下 限 , 即 


TS 
dega (3.5.8) 
à p Án 
命 
31 


是 原 系统 的 与 最 小 本 征 值 对 应 的 精确 振 型 . 设想 对 原 系统 的 2 
作 一 假设 

x(—Egsi—1;2,290 (3.5.10) 
其 中 与 是 待定 常数 , 而 用 里 兹 法 求 本 征 值 . 因为 算式 (3.5.10) 包 
含有 精确 振 型 ,所 以 这 样 的 里 效法 能 求 得 u 的 精确 值 ， 根据 SI 
的 变 分 式 (1.1.10), 有 


2 ii 
à, — mini, (3511) 
OSD Toits 
其 中 
1 
m= 5 eK. Ta pr Miigpi. — (3542) 


为 了 以 后 方便 起 见 , 作 一 变数 代 换 
BEL, wv ls E. (3513) 
Hi 


这 样 变 分 式 (3.5.11) 简化 为 
2l ai 


n = min TE e (8.5.14) 


7 
EA DA Tainini 


bii 


其 中 
t= T (3.5.15) 
将 变 分 式 (3.5.14) 转化 为 代数 方程 ,并 把 a 改 为 u, 得 到 
U, — scs Im] = 0. (3.5.16) 
A p Æ n MENER, Lr] 和 [mi] EA va RU A 76 00 78 
阵 和 列 阵 . e 的 特征 方程 是 


T, — ulii] — 0. (3.5.17) 
将 此 行列 式 展开 ,并 按 WOI REHE F] 
工 二 ap 十 必要 十 二 ent 一 0。 (3.5.18) 


系数 a 有 如 下 的 简单 公式 


qii > tj. (3.5.19) 
m 


命 m nm S ny 是 特征 方程 (3.5.18) 的 > 个 根 ， 其 中 
m= 如， 根据 代数 方程 根 与 系数 的 关系 知 


> = Tü. (3.5.20) 


保留 此 式 左 端的 第 一 项 1/ 总 二 1/ 而 略 去 其 余 各 项 ,得 到 不 等 
式 


T < 2 Tiie 13.5.21) 
2 fei 
又 根据 本 征 值 的 变 分 原理 有 

lg eDKserc. gni eRKwer 2 00103523) 


Tu © pi Mng xi x7 Mux; 
将 此 代入 (3.5.21) 便 得 到 前 面 的 公式 (3.5.8)， 


为 了 得 到 原 系统 的 第 2 个 本 征 值 各 的 下 限 ， 可 以 联合 应 用 珊 
利 约束 定理 ( 见 $3.9) 和 上 面 说 明 的 分 解 刚度 法 。 先 对 原 系 统 施 
加 一 个 自由 度 的 约 来 
N y= 0, (3.5.23) 
ze 1 s HIR 
其 中 [af, az, ttai] 是 用 某 种 方法 求 得 的 原 系统 的 第 一 个 本 征 
列 陈 的 近似 解 。 这 样 我 们 可 得 到 一 个 具有 (N 一 D 个 自由 度 的 


新 系统 ， 根据 瑞 利 约束 定理 ， yu HM ir 


以 可 以 用 分 解 刚度 六 I 限 à 
原 系 统 的 第 二 个 本 征 值 的 下 限 ， 至 于 求 原 系 统 的 第 三 i 
等 名 个 本 征 值 的 下 限 的 方法 可 依 此 类 推 ， 当 然 由 于 误差 的 积 ED 
Ai ROSE HG FIR RO REB RE Lo BERE RI. 


$ 36“ 实 对 称 矩 阵 的 非 正 本 征 值 数 [9 


没入 是 一 个 给 定 的 对 称 短 隆 ,再 渴 配 一 个 对 称 ] EEEN, 
T — A A AE E 

便 可 构成 一 人 mA T TA 

sump eR e je pio e GERBER ETUR. BETA 个 限于 正定 的 

矩阵 ,方程 (3.6.1) 可 能 等 于 零 的 本 征 值 方程 (3.61) 的 

负 的 以 及 等 于 零 的 本 征 值 的 个 数 (如 7 重 本 征 值 则 计 及 其 重 数 ) 定 

义 为 对 称 短 阵 汉 的 非 正 本 征 值 数 ; 记 为 NCA). 

人 们 可 能 担心 ,方程 (3.6.1) 的 非 焉 本 征 值 数 不 仅 与 AREE A 
有 关 ， 并且 还 与 矩阵 B 有 关 ， 果真 如 此 的 话 ， SUUS ET 
C. AEE. WORE A, BWAR, 但 是 非 本 征 信 的 个 
数 却 只 与 入 有 头 而 与 无关， 这 点 可 征明 如 下 。 首先 我 们 
到 ,方程 (3.6.1) 的 零 本 征 值 的 个 数 与 如 无 关 。 其次， 对 于 非 零 的 
KIEN o 它 的 大 小 随 B 的 改变 而 改变 ,但 当 B 保持 为 正 pu 
4 是 BB 的 连续 函数 。 因此 如 果 正 的 或 负 的 本 征 值 数 有 变化 ;必须 有 
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某 个 本 征 值 能 路 过 零 . 但 是 零 本 征 值 的 个 数 与 BB 无 关 而 保持 不 
变 , 因 而 非 零 本 征 信和 不 可 能 跨 过 零 ， 由 此 可 知 , 当 B 变化 时 , 负 的 
“只 能 在 负 的 范围 内 变 , 正 的 “只 能 在 正 的 范围 内 变 ， 这 就 是 阅 ， 
方程 (3.6.1) 的 负 的 \ 零 \ 正 的 本 征 值 数 ， 都 只 与 入 有 关 而 与 8 无 
ES 


为 了 计算 对 称 和 矩阵 A 的 非 正 本 征 值 数 NCA) , 并 不 非 要 根据 
它 的 定义 ， 先 选 配 一 个 对 称 正 定 矩 阵 B, 然后 解 册 本 征 值 问题 
(3.61), 最 后 点 一 下 有 几 个 非 正 的 林 征 值 。 我 们 可 以 采用 如 下 的 
简便 的 办 法 ， 将 矩阵 A 作 三 因子 分 解 

: A- LDL', (3.6.2) 
Rh LARERE, D 是 对 角 和 矩阵 。 这 样 的 分 解 不 止 一 种 ， 
任 取 一 种 便 可 以 了 。 当 A 为 非 奇 异 时 ,一 种 简便 易 算 的 取 法 是 使 
也 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ( 即 对 角 线 上 的 元 全 等 于 1 0 F8 AED), 
D HHR EIEE TRANE NCA). AEE n F. 
选取 


B= LL". (3.6.3) 
这 样 方程 (3.6.1) 变 为 
DL" — uLL")x = 0. (3.64) 
ML ARER JEA 
Lx =y, x= (Ly, (3.6.5) 
便 有 
(D — uD)y — 0. (3.6.6) 


由 此 可 见 ， 在 B 选取 为 《3.6.3) 式 的 特殊 情况 下 ，D 的 对 角 线 上 
的 元 便 是 本 征 值 ， 所 以 和 4 的 负 、 零 ,正本 征 值 数 分 别 等 于 妃 的 对 
AREH E ETIN KEEA 
NCA) — NCD) — D 的 对 角 线 上 非 正 元 的 个 数 . “(3.6,7) 
以 上 的 证 明 附 带 地 证 明了 ,如 果 两 个 对 称 矩 阵 互 为 合同 弯 愧 ， 
BRERA HANAH E ERE. KA 
维 斯 特 惯性 律 ， 


" 


$ 37 ， 基 于 动 刚度 的 本 征 值 计数 法 


前 几 节 介绍 的 未 征 值 的 包含 理论 (定理 ) 可 帮助 我 们 断定 在 某 
区 闻 内 有 本 征 值 ， 为 了 更 有 效 地 计算 本 征 值 ， 人 们 希望 知道 在 其 
区 闻 内 究 沉 有 多 少 个 本 征 信 . 对 于 这 后 一 类 问题 ， 本 征 值 的 包含 
定理 便 无 能 为 力 了 ;这 时 可 求助 于 本 征 值 的 计数 理论 。 

设 已 给 定 了 一 个 线性 振动 系统 ， 此 系统 的 本 征 值 计数 函数 


JC) 定义 为 
JO*) 一 小 于 或 等 于 和 的 本 征 值 的 个 数 ， (3.7.1) 
算出 了 这 个 函数 , 那 末 在 区 间 d 
i ci«A (3.7.22) 
内 本 征 值 的 个 数 便 是 * 
JAH — JUD). (3.7.2b) 


未 章 最 后 几 节 就 介绍 本 征 值 计数 函数 的 几 种 主要 算法 ， 
2508 81.1 方程 (1.1.2) 定义 的 本 征 值 问题 ， 对 % 作 一 平移 


i= (3.7.3) 
这 样 得 到 
(A — pM)x = 0. (3.7.4) 
xm 
A-K-—2*M. (3.7.5) 
在 M y se SER EUR ,方程 3.7.4) 就 与 (3.6.1) 属于 同 


一 类 型 ， 由 此 可 见 ，$1.1 方 程 (1.1.2) 的 E 
数 IOTER. (3.7.4) 的 非 正本 征 值 数 ， 也 就 等 于 短 隆 (长 一 
1* M) 的 非 正本 征 信 数 NCK 一 MK); 写成 算式 便 是 

JU 一 NGC— A*M). (3.7.6) 
WAA (3.6.7)，(3.7.6) 结合 在 一 起 便 得 到 一 种 简单 的 本 征 值 计 
数 法 ， 这 各 计数 法 见于 Bathe-Wilson 的 专著 [121. 他 们 原来 是 
从 Sturm 定理 导出 这 个 方法 的 , 证明 相 当 繁 ,| 用 了 非 正本 征 信 数 
的 概念 ;证 明 就 简单 多 了 ， 


1t 


ARMENERE PENE G4). (3.6.7) 不 属于 
同 二 类 型 ,上 面 的 推理 不 成 立 ， 公 式 (3.7.6) 也 不 一 定 成 立 ， 这 时 
我 们 可 以 采用 稍 复 杂 一 些 的 更 一 般 性 的 推理 来 导出 所 需要 的 公 
式 . 为 此 我 们 来 考虑 一 个 浙 的 本 征 值 问题 

(K—M)y— uBy =0. (3.7.7) 
其 中 吾 是 一 个 随意 选 定 的 对 称 正定 矩阵 , A y 是 待 求 的 本 征 值 
和 本 征 列 阵 ， B 选 定 后 , 4 是 4 的 函数 。 当 等 于 原 系统 的 某 一 
未 征 值 时 , 上 有 一 个 未 征 值 等 于 零 .由 于 M dT 当 2 增加 
讨 娘 必 随 之 减 小 或 保持 不 变 。 4A 从 小 到 天 逐渐 增加 , 每 跨 过 原 
系统 的 一 个 本 征 值 时 , 1 必 有 一 个 本 征 值 由 类 到 小路 过 零 ， 即 
CK — 1M) 增加 了 一 个 非 正本 征 值 ， 由 此 可 见 在 % < A RAT IG 
范围 内 的 未 征 值 数 为 
J(*) — Iu) = N(K —àa*M) — N(K — uM). (3.7.8) 
dip ay ug I, 使 得 在 以 下 没有 原 系 统 的 本 征 值 ; RR 
为 原 系 统 的 本 征 值 的 下 限 
WN (3.7.9) 
那 来 公式 (3.7.8) 可 简化 为 
JO*) = N(K — 14* M) — NCK — MD. (3.7.10) 
这 个 公式 是 公式 (3.7.6) 的 推广 ， 实际 正当 《为 正定 时 ， 只 
要 把 为 取 为 绝对 值 很 大 的 负数 必 能 使 
N(K — uM) = 0, 
这 样 公式 (3.7.10) 便 退 化 为 (3.7.6). 


$38 ”基于 凝聚 动 刚 度 的 本 征 值 计 数 法 


考 虞 一 个 自由 度 的 系统 
(K — iM)x= 0. (3.8.1) 
在 未 节 中 我 们 只 考虑 天 为 非 负 的 情况 ， 命 此 系统 的 本 征 值 计数 
函数 为 LO) 根据 公式 (3.7.10) 有 
CD N(K— 1* M) — N(K — uM). (3.8.2) 


TYY 


这 里 办 是 此 系统 的 本 征 值 的 下 限 。 因为 已 假定 了 KAEH Pr 
以 当 入 很 小 时 有 
NCK — MM) = 9. 
这 样 便 有 简化 公式 d 
J(*) = NK — A* M). (3.8.3) 
现在 设想 对 xj K, M 进行 分 块 

Ka Ma, Ku — 1M, IM gu 

Ds — AM, Ky — 1M, 
Ferh x, Ros 分 别 为 具有 7 个 和 (w — 0) AIIE. 现在 在 原 
系统 上 施加 个 约束 


(3.8.4) 


x, 0. (3.8:5) 
这 样 便 得 到 了 一 个 (0 — r) 自由 度 的 新 系统 ,其 振动 方程 是 
(Ko 一 WO 一 0. (3.8.6) 


Ez enii » Ji/E X3 *) 和 
命 此 新 系统 的 本 征 值 计 数 函 数 为 Ji(a*)， 现在 来 讨论 pn X 
LON 的 联系 。 这 个 联系 可 以 通过 原 系统 的 凝聚 动 刚度 矩阵 得 
到 ; 

设 4 不 是 新 系 绕 (3.8.6) 的 本 征 值 ， 这 时 对 原 系 统 可 以 从 方 
FE (3:8:4) 的 第 三 式 解 出 

xy =i (Ku — Ms) (Ks — AMi)" xa, (3.8.7) 

将 此 式 代入 (3.8.4) 的 第 一 式 ,得 到 


D,(Wx, — 0; (3.8.8) 
其 中 
D) = Ka — Ma — (Ks — 1M) Kos 
T3 ar (Kao — Ma)". (3.8.9) 
矩阵 D,(4) 称 为 原 系统 的 凝聚 到 自由 度 xa EAI WA n BE 
Fe, 


Wittrick-Williamso2e 证 明了 ， 当 A* 不 是 新 系统 的 本 征 值 
时 ,有 


1) 详 见 本 节 附注 的 说 明 , 
tn 


HA) = JO*) + NED Q*)]. (3.8110) 
SP N PRAPER RIETER GE p. ITE RO IER He 
利用 前 节 定义 的 对 称 和 矩阵 的 非 正 本 征 值 数 ， 再 辅 以 二 个 简单 的 变 
量 代 换 , 即 可 证 明 公式 (3.8:10) RIL. 
再 来 考虑 原 系 贷 的 问题 ， 当 4 不 是 新 系统 的 本 征 值 时 , 作 变 
量 代 换 (从 公式 (3.8.7) 引 伟 出 来 ) 


x—Gy, y= Gx, (C3.8.11) 
其 中 
din 
GS 区 Kos — AM) Ra — AM)", 1 "MAIS (3.8.12) 
T 1, e MOA, DL 为 新 交待 求 的 列 际 , 那 来 原 系 统 的 


方程 变 为 


D'(3)y — 0, (3.8.13) 
其 中 
D0), 
D'U) = G(K — 1M)G = [ wd 5 : vn |. 
(3.8.14) 


可 见 当 2 不 是 新 系统 的 本 征 值 时 ，( 必 一 M) 和 DA 258 8] 
变换 ,而 合同 变换 不 改变 对 称 抢 阵 的 非 正 未 征 值 数 , 因而 有 
NCK — * M) = N[D'(2*)] 
= N[D,(A*)] + NUS, E VM. (3.8.15) 
由 此 立即 得 到 公式 (3.8.10), 
Wittrick-Williams 讨论 的 是 对 坐标 直接 作 约束 的 简单 情况 ， 
对 于 一 般 的 ”个 约束 条 件 
ax 一 0 (3.8.16) 
(其 中 a 是 给 定 的 有 * 列 的 高 矩阵 ) 也 能 导出 与 公式 (3.8.10) 3841 
的 公式 ， 现 在 来 考虑 新 系统 的 问题 。 根据 变 分 原理 ,新 系统 的 本 
征 值 4 是 在 约束 条 件 (3.8.16) 得 到 满足 的 前 提 下 ,下 式 的 驻 什 
xTKx 
xT Mx" 


A= st 


(3.8.17) 


-75 o 


可 以 用 拉 格 朗 日 蒋 子 法 把 条 件 (3.8.16) 吸收 到 变 分 式 中 去 ， 对 于 
JE 0 (3:817) 的 变 分 式 , 垃 格 朗 上 日 乘 子 可 以 放 在 分 数 后 ,也 可 以 让 
在 分 子 或 分 母 中 ; 在 本 问题 中 ;把 拉 格 朗 上 日 乘 子 放 在 分 子 中 比较 
方便 ， 这 样 我 们 可 得 到 新 系 绕 的 无 条 件 变 分 式 


x'Kx —2xTac 
L= st 一 (3.8.18) 
ab xT Mx 


从 数学 上 看 , 上 式 中 的 o ERNER AEEA a 是 所 加 
EJ. WESA 3.8.18) 转化 为 代数 方程 得 


到 


qe - iw [*]- e (3.8.19) 
o 
其 中 
K -—« , [M9 
INE 0 | 84 zin HE 

方程 (3.8.19) 是 新 系统 的 泥 合 模式 方程 ， 当 % 不 是 原 系 统 的 本 征 
值 时 , 原 系统 有 动 柔 度 矩阵 存在 : 

R(Q)-—((OEC—AM)", 


(3.8.20) 


因此 可 作 变 量 代 换 
h RO 
Pe a 
[1 z lo is dup (3:20) 
以 Ez 0717, 为 新 的 竺 求 的 列 阵 , 那 来 新 系统 的 方程 变 为 
T0 [2] -9, (3.8.22) 
其 中 
Uu —AM, —ej[L, RO 
pe ee 
vi Eee 上 (3.8.23) 
0, — a7 R(1)a. 
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把 新 系统 的 本 征 值 计数 函数 记 为 7:(299。 OS E (3.8.19)， 
(3.8.23) 可 知 , 当 江 不 是 原 系 统 的 本 征 值 时 ,有 
Ja (G*) 一 NOK' — WM)— NCK' — XM) 
= NLF(7)] — NLF(G] 
= N(K — à2* M) + N[—a7 R(1*)a] 
—N(K—AM)—NI[—a'R(4j)a]. (3.8.24) 
这 里 对 是 新 系统 的 本 征 值 的 下 限 . 把 o WERD 总 能 使 得 
N(K — 4M) — 0, N[—a7R(3)a] =r. (3.8.25) 
又 因为 RO a 非 奇 异 ,无 零 本 征 值 ,所 以 有 
N[a*R(3*)a] + NL-a' R(4*)a] =r. 
于 是 最 后 有 
J4(*) = 1,505) + NLaTR(*)a]. (3.8.26) 
公式 (3.8.10), (3.8.26) 具有 相同 的 形式 。 当 一 般 的 约束 条 
件 (3.8.16) 退化 为 特殊 的 约束 条 件 (3.8.5) 时 , 必 有 
N[D,(4*)] = NIa7R(2*)a]. (3.8.27) 
这 个 公式 具有 深刻 的 力学 背景 DU) 是 原 系统 的 凝聚 到 约束 
自由 度 上 的 凝聚 动 刚度 矩阵 ，%z 尽 (1#)a 是 原 系 统 的 在 约束 自由 
度 上 的 动 影响 系数 矩阵 2， 它 们 是 互 逆 的 矩阵 
D(a R(à)a = L. (3.8.28) 
互 逆 的 两 个 矩阵 显然 都 没有 零 本 征 值 ， 因 而 它们 显然 具有 相同 个 
数 的 负 和 正本 征 值 ; 因此 公式 (3.8.27) 成 立 . 
正面 对 有 限 多 个 自由 度 的 系统 导出 了 公式 (3.8:10) 7 (3.8. 
26). 其实 它 们 可 推广 用 于 无 限 多 个 自由 度 的 系统 ;只 要 我 们 对 公 
式 中 的 各 个 量 赋予 它们 应 有 的 力学 含义 :这 就 是 :| # 是 原 系统 的 
一 个 编号 (现在 # 当然 不 再 等 于 该 系统 的 自由 度数 )，(n 一 +) 是 
施加 ?个 约束 后 所 得 到 的 新 系统 的 编号 ;, Js(4*) 是 原 系统 的 本 征 
值 计数 函数 ，D,(2*) 是 原 系统 的 凝聚 到 约束 自由 度 上 凝聚 动 刚 
HEBR, RU a 是 原 系统 的 在 约束 自由 度 上 的 动 影响 系数 E 


1) 详 见 本 节 附注 中 的 说 明 。 


下 


Bes Jus 09): 是 新 系统 的 本 征 值 计数 函数 : 
例 1 用 本 节 方 法 计算 图 3.8.1 (a) 所 示 的 等 剖面 三 路 连续 梁 
的 本 征 值 计 数 函数 J,(*). 此 问题 可 有 两 种 解法 . 


i oa i 
et m 
£ E E ES 
0 A B C. 

图 3.8.1 (a) 
x E 
L 3» eum 
图 3.8.1 (b) 
oE i T 
A Xi : zv 
Ri Ri 
X2 y d 
Ei EED 


a. EE 4，B 两 点 的 转角 01 和 9,， 得 到 如 图 3.8.1 (b) 
所 示 的 新 订 统 ， 新 系统 的 本 征 信 计数 函数 a0) Jm RUSSE 
各 自 的 本 征 人 计数 函数 之 和 ， 等 剖面 梁 的 本 征 值 早 已 求 得 , 可 在 
许多 书本 上 查 到 ， 因 此 可 以 认为 已 经 求 得 :Ji 下面 依据 
D) 的 力学 合 义 来 求 DO. 

根据 专著 [201; AERDIGE 0 0, 的 关系 为 


Mao = — PL FOR, 
. 


Mast PL Piu 二 D FG, 


a 


)9,, 


ME FG )0; 一 


. 78. 


Moe (oj (8.8.29) 
a 
其 中 
Um. 
B; = Àl; AM 3-142, 3; (3.8.30) 
mj ENEBURE, EJ 是 弯曲 刚度 ， 
Fu) = — psinhe— sinp 
coshycosp— 1° 
Fio) = p hesin y — sinhpcos p (3831) 
coshgcos p — 1 E 2 
EIE 2sinhy sin pe 
coshy sin p — sinhgcos p ` 
因为 
M 4o — Man, Mga = Mec, (3.8.32) 
由 此 得 到 齐 次 方程 
D6 — 0, (3.8.33) 
其 中 
6 一 [9,6]7， 
E. 了 
EL Faa) E EL Qs) 
D,— 


n 
Frl) + a F, Cl 


(3.8.34) 

这 个 D, 便 是 待 求 的 凝聚 动 刚度 答 阵 ,这样 便 可 根据 公式 (3.8.10) 

Be 10) T. 

解法 2 。 把 图 3.8.1(a) 所 示 的 系统 看 作 是 图 3.8.1(c) 所 示 的 

简 支 梁 在 中 间 增 加 两 个 支 座 后 得 到 的 系统 ; 命 图 3.8.1(c) 所 示 系 

绕 的 本 征 值 计数 函数 为 sr:(2)， 它 可 认为 是 已 知 的 :根据 公式 
(3.8.26) 有 


X Fn). Ty 


Da) = 1) + NIaTRG)a]. (3.8.35) 
是 与 两 个 集中 反 力 Ri 和 R 对 应 的 动 影响 系数 E 


9 


其 中 a?R(1)a 


|| 


阵 ， 简 支 梁 在 某 一 点 < 一 处 施加 一 个 单位 集中 力 P 一 工 所 产生 


的 找 度 GC, )《〈 即 动 影响 函数 ,又 叫 格林 函数 ) 是 
Gs, E) 


2 1 .onmb o. o fümx 
Wb Bao 
ml 2 mnt OC] J 


其 中 An 是 简 支 梁 的 本 征 值 


EAA (3.8.37) 
mi 


因此 待 求 的 动 影响 系数 矩阵 是 
n G(n, x), GG, m) 
Eo 
这 样 便 可 从 公式 (3.8.35) 决定 AN 
附注 Dal) 和 a7TR(X4)a 的 力学 含义 


(3.8.38) 


为 了 着 清楚 D.) 和 a RO): 的 力学 含义 ， 我 们 先 来 考虑 


原 系统 在 局 部 栽 荷 作用 下 的 强迫 振动 问题 
K,— AM, Ko — AM | [2,] f; 
fer SUMI Ra SH [5 a f | 
从 上 列 方 程 消去 x, 得 到 
D), = fa, (3.8.40) 
可 见 DA) 是 反映 局 部 载荷 万 与 对 应 的 位 移 oe, 的 联系 的 一 个 动 
WREE. i 
再 来 考虑 一 般 的 情况 ， 参照 约束 条 件 (3.8.16)， 考 虑 原 系统 
在 “局 部 “载荷 


(3.8.39) 


f= ag (8.8141) 
作用 下 的 强迫 振动 问题 
(K—M)x=ag. (3.8.42) 
给 定 的 矩阵 & 可 以 看 作 广义 载荷 的 分 布 规律 》 不 定 的 列 阵 g 可 以 
看 作 广 义 载荷 的 大 小 ,从 方程 (3:8.42) 可 得 到 
x-—R()ag. (3.8.43) 


与 g 对 应 的 广义 位 移 是 
ox = a' R(A)ag (3.8.44) 


可 见 a?R(4)e 反映 了 一 对 广义 力 和 广义 位 移 的 联系 。 它 是 局 部 
广义 载荷 的 动 影响 系数 矩阵 . 


当 
a" = [1,0] (3.8.45) 
时 ,方程 (3.8.5)，(3.8.16) 代表 同一 个 约束 。 这 时 ' 
ax = x, g GRA f. (3.8.46) 
于 是 公式 (3:844) 退化 为 
x, = a" R(A)af,. (3.8.47) 


对 比 (3.8.40), (3.8.47) 两 式 即 得 公式 (3.8.28), 
539 “ 瑞 利 约束 定理 及 其 新 证 明 
从 公式 〈3,8.26) 可 简便 地 导出 振动 理论 中 著名 的 瑞 利 约束 定 


理 (数学 上 称 为 本 征 值 的 隔离 定理 中 )。 当 在 原 系统 上 施加 ?个 约 
束 后 ，a7R(4)a 是 一 个 7 阶 的 方 阵 ,因而 


0 «& N[a"R(1)a] & r. (3.9.1) 
将 此 代入 (3,8.26) 便 有 
0s J,(G*) — 4) S r. (3.9.2) 


这 便 是 瑞 利 约束 定理 的 一 个 极其 简明 的 数学 表达 式 ， 此 式 表明 : 
(1) 增加 约束 使 本 征 值 增 大 或 保持 不 变 ; 但 不 可 能 减 小 ; (2) 在 原 
系统 的 相继 (7 十 1) 个 本 征 值 之 间 必 有 新 系统 的 本 征 值 ; (3) 在 
新 系统 的 相继 Cr 十 1) 个 本 征 值 之 间 必 有 原 系统 的 本 征 值 . 

瑞 利 约束 定理 (3.9.2) 是 一 个 定性 的 结论 . 公式 (3.8.26) 是 一 
个 定量 的 结论 ， 因 此 公式 (3.8.26) 可 以 看 作 是 瑞 利 约束 定 还 的 定 
量 推广 。 
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第 四 章 “动态 子 结构 法 
$4.1 简 谐振 动 问题 和 平衡 问题 的 对 应 关系 


从 能 量 原理 看 ,从 遵守 能 最 原理 的 各 种 公式 看 ,从 遵守 能 量 原 
理 的 各 种 精确 的 和 近似 的 解法 看 , 简 谐振 动 问题 (包括 无 外 载荷 时 
的 固有 振动 问题 ) 和 平衡 问题 之 问 有 一 组 简单 的 对 应 关系 。 最 基 
本 的 四 个 对 应 关系 列 在 本 节 末 尾 的 附 表 中 ， 在 平衡 间 题 里 还 有 功 
的 互 等 定理 、\ 虚 内 力 原 理 、 余 能 原理 、 广 义 变 分 原理 等 等 ， 在 简 谐 
振动 问题 中 也 都 有 对 应 的 定理 和 原理 ， 表 中 不 一 一 列举 了 。 对 应 
的 核心 是 刚度 K 和 动 刚度 CK — aM) 相对 应 ， 或 者 改 用 能 量 来 
说 , 平衡 问题 里 物体 中 所 贮存 的 势能 (应变 能 ) 卫 和 简 谐 振动 问题 
里 物体 中 所 贮存 的 动 势能 互相 对 应 。 

对 应 中 也 有 不 对 应 的 方面 .这 就 是 在 平衡 问题 里 了 和 天 是 
非 负 的 ,并 且 通 常 是 正定 的 ,因而 势能 原理 和 余 能 原理 都 是 最 小 值 
JB. 但 是 在 简 谐 振动 问题 里 ， Tu 和 (K — AMD) 经 常 是 可 正 可 
负 的 ( 称 为 不 定 的 ), 因而 对 应 的 势能 原理 和 余 能 原理 一 般 只 是 驻 
值 原理 。 

在 平衡 问题 里 遵守 能 量 原 理 的 各 种 公式 ,算法 等 等 ,只 要 不 依 
赖 于 五 和 用 的 正定 性 或 非 负 性 ， 便 可 依法 推广 用 于 简 谐 振动 问 
题 .但 如 果 用 到 了 五 和 长 的 正定 性 和 非 负 性 , 那 未 就 不 能 简单 地 
用 于 简 谐振 动 问题 。 例如 里 兹 法 只 用 到 能 量 泛 函 的 驻 值 性 质 , 因 
而 可 通用 于 平衡 问题 和 简 谐 振动 问题 ， 但 是 平衡 问题 中 里 效法 收 
MEREN A HERK 的 正定 性 ,这 些 证 法 就 不 能 简单 地 用 
来 证 明 简 谐 振动 问题 中 里 效法 的 收敛 性 ， 
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We Hs 


静 动 问题 的 对 应 关系 


i | 平衡 问题 ETE 
mek SMIE (K — AM) 
对 应 的 核心 3» ode m We o. 
"ole a= m AT = E TCK o iM 
方程 Kx=f 引 (K — AM)x 5 f. 
RFE noir. m= fx 
BRASA ox" Kx = ôxTf 6x'(K — AM )x = Ox'f 
xam |o G zrKx fx) =0 | o E T(K — AM — Fs |= 0 


$42 分 析 复杂 结构 的 策略 思想 


“复杂 ”一 词 在 不 同 的 学 科 中 有 不 同 的 含义 ， 这 里 所 说 的 复杂 
是 指 结构 的 自由 度 很 多 并且 彼此 耦合 在 二 起 ,最 后 形成 的 联 立方 
程 的 规模 很 大 ,难于 或 不 宜 于 一 次 求解 。 


复杂 结构 有 动力 问题 ,也 有 静 力 间 题 ， 从 分 析 的 具体 技巧 看 , 


静 , 动 两 类 问题 颇 不 相同 .但 从 分 析 所 用 的 策 咯 思 想 夏 ,两 者 几乎 
完全 相同 . 静 力 分 析 的 策略 思想 已 发 展 得 相当 完备 ,相当 成 熟 . 当 
前 动力 分 析 的 策略 思想 实际 上 并 未 超出 前 者 的 成 就 . 

分 析 复 杂 结构 最 基本 的 指导 思想 是 “ 先 修改 后 复原 ”。 这 就 是 
说 , 先 对 给 定 的 结构 作 一 些 适当 的 修改 ; 使 它 变 得 便于 分 析 ; 然后 
设法 复原 到 原先 给 定 的 结构 。 修改 的 办 法 可 分 两 大 类 . 

(一 ) 原 结构 经 修改 后 能 求 得 公式 解 。 这 样 的 希望 并 非 总 能 
WEA. 但 如 能 做 到 ,就 比 只 能 得 到 数值 解 的 办 法 有 用 得 多 了 . 
这 类 方法 的 例子 有 不 少 , 如 小 参数 法 和 中 间 问 题 法 上 . 

(三 ) 原 结 构 经 修改 后 变 为 彼此 独立 无 关 的 若干 子 结构 。 这 
种 方法 可 以 叫做 解除 耦合 法 简称 解 耦 法 。 更 通俗 一 些 ; 可 以 叫做 
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“化 整 为 零 * 法 。 化 整 为 去 的 力学 措施 基本 上 有 下 列 三 类 。 

C1) 割断 结构 某 些 部 位 的 联系 ,使 它 解体 成 若干 个 子 结构 .这 
种 做 法 是 先 增加 自由 度 而 后 去 掉 多 祭 的 自由 度 . 在 静 力 分 析 中 ， 
这 种 方法 叫做 力 法 ,这 是 因为 用 被 割断 部 件 中 的 内 力 来 代替 原 有 
的 联系 : 解 连 续 梁 的 三 弯 矩 方程 法 是 割断 联系 法 中 用 得 相当 早 并 
且 富 有 成 效 的 一 个 例子 。 在 动力 分 析 中 , 这 类 方法 常 叫做 自由 子 
结构 法 。 前 期 的 代表 作 有 文献 [58] 和 [20]. $4.3 介绍 这 类 方 

(2) 男 定 结构 的 某 些 位 移 ,使 原 结构 被 隔离 成 若干 个 
这 些 予 结构 虽然 在 空间 上 仍然 连接 在 一 起 ,但 它们 已 被 隔离 
学 上 看 已 是 彼此 独立 无 关 的 了 .这 种 做 法 是 先 减 少 自由 
复 失 去 的 自由 度 . 陋 离 法 在 秀 力 分 析 中 党 加 做 位 移 法 。 这 是 因为 
隔离 是 靠 固定 结构 的 某 些 位 移 而 实现 的 ， 刚 架 分 析 中 的 位 移 转角 
法 是 典型 的 一 个 例子 。 在 动力 分 析 中 , 卫 离 法 常 册 做 约束 子 结构 
ik. prs eges 84.4 介绍 这 类 方法 . 

G) 把 结构 中 的 某 些 部 件 修改 为 刚体 因此 这 种 方法 可 以 叫 
ORRIN. 结构 局 部 刚 化 后 并 未 被 解体 或 隔离 ， 它 仍 为 一 个 
完整 的 统一 体 ,各 部 件 闻 仍 有 一 定 的 联系 ,只 不 过 修改 后 的 结构 变 
得 便于 分 析 黑 了. 从 数学 上 看 , 局 部 刚 化 法 也 是 一 种 先 减少 自由 
度 而 后 恢复 失去 的 自由 度 的 办 法 . 与 约束 子 结构 法 相 
同 ， 局 部 刚 化 的 概念 可 能 是 由 钱 令 荐 和 胡 海 昌 提 出 来 的 四， 我 们 
在 分 析 空腹 检 架 时 ;首先 假定 腹 杆 是 刚性 的 ,然后 使 腹 村 复原 到 原 
有 的 刚度 ,从 而 建立 了 三 项 方程 (在 近似 解 中 可 用 弯 矩 分 号 法 ). 后 
来 这 个 观点 发 展 成 为 无 部 力 分 配 法 ?。 在 结构 动力 分 析 中 ，Glad- 
welle 的 分 支 模 态 法 便 属于 局 部 刚 化 的 类 型 5 4.5 简要 地 介绍 
局 部 刚 化 法 . 

自由 子 结构 法 和 约束 子 结构 法 是 两 种 最 常用 的 子 结构 法 . 它 


1) 例如 见 王 兴 和 李 家 宝 、 多 层 刚 架 的 分 析 一 一 无 剪 力 分 配 流 
1980 年 第 2 期 第 254 页 ， 又 见 Ghali, A., Neville, A. 
A Unified Classical and M: 


i Y. 


K., Structural Analysis 
276, 1972. 


x. Approach, p. 
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约束 竹 结 构 法 较 方 便 一 些 , pu Jc n 
的 手 结构 的 自由 度 较 少 ， 没有 零 频率 ,频率 较 高 ,所 以 近似 计算 中 
的 收敛 性 较 好 .又 由 于 其 它 的 结构 分 析 程序 大 都 用 的 位 移 法 ， 约 
束 于 结构 法 在 程序 编制 上 较 易 于 和 其 它 多 数 程序 衔接 。 但 是 子 结 
构 的 特性 未 必 都 能 计算 。 假 如 需要 通过 实验 测定 拖 结 构 的 特性 ， 
那 末 自由 子 结构 法 的 优点 便 相 当 突 出 了 ， 首 先是 在 实验 室 中 自由 
界面 远 比 固定 界面 易于 实现 .其 次 是 从 实验 数据 所 含有 的 信息 量 
来 看 ,由 于 在 自由 子 结 构 法 中 修改 后 结构 的 自由 度 增 加 了 ;因而 它 
的 信息 量 一 般 大 于 原 结构 所 需要 的 .相反 ;在 约束 子 结构 法 中 修改 
后 结构 的 自由 度 减 少 了 ， 所 以 这 些 被 约束 掉 的 自由 度 的 特性 无 论 
如 何 也 不 能 从 子 结构 的 实验 数据 中 得 到 . 

在 结构 静 力 分 析 中 还 有 所 谓 混合 法 .这 就 是 把 前 述 策略 思想 
在 同一 问题 里 作 联合 应 用 ， 在 结构 动力 分 析 中 当然 也 可 以 用 混合 
法 , 例如 见 文献 [18]，[48]，[24]，[51]， 并 且 同 样 不 引起 原则 性 
的 新 问题 . 

在 说 明 动态 子 结构 的 各 种 方法 时 ， 人 现 
将 它们 汇总 列 于 本 节 的 末尾 .下 面 先 作 几 点 说 日 

原 结构 是 指 给 定 的 要 求 我 们 进行 分 析 的 结 * 子 结 构 是 指 对 
原 结构 作 “ 化 整 为 零 "的 修改 后 得 到 的 彼此 独立 无 关 的 小 结构 的 单 
体 ,修改 后 的 结构 是 指 子 结构 的 全 体 . 

例 1 分 析 给 定 的 一 个 三 路 连 续 梁 (图 4.2.1(a))。， 原 结构 便 
是 指 这 三 跨 连 续 梁 。 如果“ 化 整 为 零 ”的 办 法 是 在 中 间 支 座 上 将 梁 
切断 , 那 未 子 结构 便 是 指 一 个 个 ( 共 三 个 ) 单 跨 梁 (图 4.2.1(c)), 而 
修改 后 的 结构 是 指 三 个 单 圈 梁 的 全 体 (图 4.2.1 (b)). 

属于 了 巴结 构 的 各 个 量 用 下 标 s FRE. 这 个 * 有 双重 含义 。 

一 是 泛 指 :sub-， 二 是 指 某 子 结 构 的 编号 ， 属 于 修改 后 结构 的 各 个 
量 ,在 字 僧 上 加 一 横 作 标记 .需要 特别 说 明 的 是 ,修改 后 结构 的 坐 
标 列 阵 过 是 各 个 子 结构 的 坐标 列 阵 z 的 简单 拼装 ,如 《汇总 表 》 所 
ZR. 这 样 在 x 和 关中 代表 相同 自由 度 的 坐标 编号 可 能 不 同 . 修改 
后 结构 的 本 征 值 总 是 菜子 结构 的 某 个 本 征 值 。 所 以 歼 是 从 和 2 得 
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enS 


图 4.2.1(a) 三 路 


HA.) ERTERROEUJANAH) 


THW 0. 


子 结构 1 于 结构 2 
图 4.2.1《c) 三 个 单 跨 梁 (于 结构 

来 的 ,无 非 是 把 子 结构 的 双重 编号 重新 编排 为 单 编号 . 在 约束 ( 刚 
46) 子 结 构 法 中 , 元 的 维 数 小 于 x， 因 而 《汇总 表 》 中 的 = 是 个 高 矩 
Ee. 

复杂 结构 的 动态 子 结构 法 ,有 力学 方面 的 问题 ,更 多 的 是 编制 
程序 方面 的 间 题 。 本 章 我 们 仅 对 力学 方面 的 问题 作 一 些 扼要 的 说 
Bi. 


名 词 记 号 汇总 表 
| guste T 修改 后 的 结构 
m x * E= [xx edt 
刚度 矩阵 K K, K = diag[K,, K;,…] 
AEE M M, M = diag M,, M, ---] 
KEN À ha à 
aie ei $a $ 
my IN SUE 
的 复原 条 件 aud 
3 e 
awn A g 2-58 
网 化 子 
结构 的 | 复原 | x=sz+ gt 
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$43 自由 子 结构 法 


割断 原 结构 中 某 些 部 件 的 联系 ， 使 原 结构 解 体 成 若 
T8. 然后 分别 计算 子 结构 的 固有 频率 和 振 型 ， 或 子 结构 的 
甜 阵 。 最 后 利用 子 结构 的 特性 拼 半 出 (综合 出 ) 原 结构 的 因 
和 振 型 。 因 此 上 述 方法 有 时间 做 自由 模 态 综合 法 ,~ 

自由 于 结构 法 中 最 关键 的 一 步 是 决定 割断 哪些 联系 ， 这 里 的 
原则 要 求 是 

(1) 尽量 割断 较 少 的 联系 就 使 原 结构 被 妊 体 成 较 多 的 子 结 
构 , 即 尽量 用 较 少 的 修改 就 取得 化 整 为 零 的 较 大 的 效果 . 

(2) 各 个 子 结构 的 本 征 值 问题 应 能 在 预定 的 计算 机 上 进行 计 


5. 
(3) BATAAR EREZA RAMKA ER RE. 但 我 们 应 读 

尽量 减少 刚体 自由 度 。 此 外 , 子 结构 的 非 零 频率 也 希望 尽量 天 二 
点 。 这样 在 作 近 似 计算 时 才 比较 方便 .。 

(4) 尽量 结合 原 结构 的 具体 组 成 进行 分 解 ; 无 其 是 用 几 个 单 
位 分 头 没 计 制造 部 件 然后 装配 而 成 的 大 型 复杂 结构 ,更 应 该 尽量 
按 分 工 划分 子 结构 ， 这 样 能 在 子 结构 的 层次 上 保持 各 协作 单位 的 
相对 独立 性 ,以 利于 工作 的 开展 

(5) 如 果 原 结构 不 同 部 位 的 刚度 或 质 是 相差 较 大 ， 那 未 在 划 
分 子 结构 时 应 尽量 使 每 个 子 结构 肉 的 刚度 或 质量 比较 均匀 。 这样 
能 使 子 结构 的 刚度 矩阵 和 质量 第 阵 的 数值 特性 较 好 。 

为 了 贯彻 上 述 原则 ,需要 对 原 结构 从 力学 方面 作 深入 的 研究 
过 去 结构 前 动力 分 析 中 的 许多 优秀 算 例 , 值 得 我 们 很 好 地 借鉴。 

现在 假定 原 结构 已 解体 成 若干 个 子 结构 ， 每 个 子 结构 的 固有 


振动 特性 已 经 得 到 .( 可 用 计算 方法 ,也 可 用 实验 方法 )， 本 节 只 对 
最 后 一 步 “ 复 原作 些 说 明 . j 

从 修改 后 的 结构 到 原 结构 ,是 增加 约束 的 问题 ， 在 $ 3.8 总 
论 过 增加 约束 对 本 征 值 计数 函数 的 影响 ， 本 节 则 是 讨论 增加 约束 
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对 本 征 解 的 影响 . 
从 修改 后 的 结构 的 蕊 


i 上 看 原 结构 。 原 结构 的 问题 可 归结 为 


下 列 线 性 本 征 值 问题 [参见 $3.8 方程 (3.8.19)] 


Kx 


— AM x — āo, (4.3.12) 
— ax - 0. (4.3.1b) 


它 又 可 以 化 为 下 列 非 线性 本 征 值 问题 
x 


ERRO) —RG 


R(1)ae, (4.3.2) 
XR — MR oo — 0. (4.3.3) 


这 里 的 a 代表 被 制 断 部 件 中 的 广义 内 力 ?， 而 RO) 是 修改 后 结 


构 的 动 柔 度 矩 了 泗 ， 它 有 以 下 两 种 算式 
R(1) = (K.— AM y", (43.4) 
RO)- x pu PE (4.3.5) 


Km M 可 以 按 子 结 vn Men R(G) 必 是 同类 
型 的 分 块 对 角 和 矩阵 .所 以 无 论 根 据 公式 (4.3.4) 或 (4.3.5) 求 
及 (x)， 都 可 以 先 分 别 对 每 个 子 结构 求 出 各 自 的 动 柔 度 矩 阵 
Ri(4)， 然 后 通过 简单 的 拼装 而 得 到 
dug RO) 能 精确 地 求 得 , 那 末 公式 (4.3:4) 精确 成 立 ， 因 而 


方程 (4.3.3) 可 简化 为 


arR(1)ao — 0. (4.3.6) 
但 在 实际 工作 中 ;通常 人 们 只 能 求 得 RO 的 近似 值 . 这 时 (4.3.2) 
就 只 是 一 个 近似 成 立 的 关系 .把 (4.3.2) 看 作 是 里 兹 法 中 的 一 


近似 假设 ， 便 可 得 到 (4.3. 


3). MARO 是 近似 值 时 ， 方 程 


(4.3.3) 比 (4.3.6) 更 接近 实际 情况 。 


从 上 列 方程 求 得 本 征 解 
i às [x',07]* = [91 1717 1043.7) 
后 ; u 便 是 原 结构 的 本 征 值 ; 而 原 结构 的 本 征 列 阵 为 
e; = Tg; = TR(A)ar;. (4.3.8) 


1) o 是 原 结 移 中 的 量 .o Rc lop IAS Rito RC PR EJ WDR. 


«90 « 


式 中 了 是 在 复原 条 件 (4.3.1b) EBOSBUBU Jt FM x i a A 
变换 矩阵 , 即 9 
x= TX, j (4.3.9) 

如 果 上 述 每 一 步 计算 都 能 精确 地 完成 ， 那 未 最 后 得 到 的 下 所 
结构 的 精确 解 ,因为 直到 现在 还 没有 引进 什么 简化 假设 .Bermanti 
曾 试 用 过 这 种 方法 。 精 确 求解 的 关键 是 精确 地 计算 Raa. xi 
大 致 有 三 种 方法 可 供 选 择 ， 一 种 是 先 求 出 全 部 的 五 和 相应 的 水 
征 列 阵 %， 然 后 根据 公式 (4.3.5) 求 RQ). 。 另 一 种 是 根据 定义 
(4.3.4) 求 道 矩 阵 ， 另 外 ,从 公式 〈4.3.2) 可 以 看 到 , ROMERA 
c 的 影响 系数 和 矩阵， 因此 最 后 还 有 一 种 方法 是 根据 o 的 力学 含义 

直接 求 它 的 影响 系数 矩阵 及 (1)&， 这 最 后 一 种 方法 在 连续 梁 之 类 
的 链 式 结构 中 用 得 较 多 . 

例 2 设 有 一 块 三 跨 的 简 支 连续 矩形 板 , 用 27 个 失 形 单元 将 
它 离 散 化 ,如 图 4.3:1 (a) 所 示 . 每 个 结 点 一 般 各 赋予 三 个 自由 度 
《 挠 度 和 两 个 方向 的 转角 .但 在 支 座 上 的 结 点 没有 挠 度 , 同 时 没有 
一 个 或 两 个 方向 的 转角 )， 这 样 原 系 统 共有 56 个 自由 度 , BU x fg 
56 个 元 . 

设 " 化 整 为 零 " 的 办 法 是 在 中 间 支 座 上 割断 法 向 转角 的 
而 得 到 三 块 单 跨 的 矩形 板 ,如 图 4.3.1(c) 所 示 . 每 个 子 结构 各 
个 单元 20 个 自由 度 。xi 各 有 20 个 元 ， 这 样 修改 后 的 结构 (图 
4.3.1(b)) 共有 60 个 自由 度 . 元 有 60 个 元 , 比 x A. 

从 修改 后 的 结构 到 原 结构 的 复原 条 件 共有 4 个 ， 即 14，24， 
17, 27 四 个 上 左右 两 边 的 法 向 转角 相等 。 从 为 学 上 看 , 上述 
转角 的 连续 性 是 舍 作 用 在 这 些 结 点 上 的 法 向 准 逢 Mu, Mas Murs 
Ma CIE 4.3.1 ()) 来 实现 的 .在 数学 上 

9 — [Myu, Mus My; Mn]™ 
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图 4.3.1(a)， 三 中 连续 板 ( 原 结构 7 UE 


T 
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36 4.3.1 (0) 三 跨 不 连续 板 (修改 局 的 结构 》 


A 1 


onn) E VAGE) 
便 是 复原 条 件 (4.3.1b) ORDER ECT 复原 后 的 方程 (4.3.1) 
在 杰 例 中 共有 64 个 未 知 数 Ge rh 60 4. oh A s 不 包括 本 征 
值 ). | 
+ 920 waf 


9/3. 设 有 两 个 弹性 结构 SP S 用 两 根 弹 筑 k T ka 相连 接 ， 
如 图 4.3:2.(2) 所 示 . 现在 在 弹 答 两 端 将 原 结构 断 开 ,得 到 修改 后 
的 结构 ， 如 图 4.32b 所 os oe DERI Si Sa ko o TEARS 


ki 
m B 
ki 


图 4.3.2 (a) 
4 : i e] 
EN ES 
SY S 
k m eww moy 
a © Tu 
1 OR sr) 


p 久 和 如 两 根 弹 稚 特别 简单 ,可 以 说 是 最 简单 的 子 结构 了 ,本 
例 中 各 个 子 结构 的 复杂 程度 悬殊 很 大 ， 在 子 结构 法 中 并 不 要 求 各 
介子 结构 有 大 体 上 相同 的 复杂 程度 。 从 修改 后 的 结构 到 原 结构 的 
复原 条件 共有 4 个 ， 复 原 力 是 弹簧 两 端的 拉力 Tus Tus Ta, i 
BUDE QUNSTDLARIR NS 
Tu= Tu, Tu = Tz. 

e Ces TE [13]. 

在 大 多 数 实际 工作 中 要 精确 地 完成 上 述 全 部 运算 是 很 困难 
的 .人 们 常常 不 得 不 引进 某 些 简 化 假设 ,然后 用 里 效法 求 近似 解 。 
这 坚 简化 假设 大 致 可 分 三 种 类 型 ,第 一 种 是 对 郊 作 些 限 制 ,通常 是 
取 修 改 后 结构 的 前 若干 个 振 型 琴 ,, 而 把 多 近似 地 表示 成 它们 的 线 
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z= D pë = pë. (4.3.10) 


"mcm ip tA PITRAA e RHECRE , hA JUI cS Rt 
设 的 模 态 也 可 以 ， Meirovitch-Fall'?! 普 强 调 过 这 种 假设 模 态 的 作 
法 。 不 过 对 于 比较 复杂 的 间 题 ,通常 难于 远 到 适用 的 假设 模 态 . 作 
了 假设 (4.3.10) 之 局, 方程 (4.3.1), (4.3.3) 就 近似 地 简化 为 


，93。 


gu — 1M)gl = aao; (4.3.112) 
— angl — 0, (4.3.11) 
arpoR, o) -RAK — AM)RG)]de 0. (4:3-12) 
其 中 
E) = glg'(K —AM)gl w. (43.13) 


对 于 线性 本 征 值 问题 (4.3.11)， 有 时 还 可 能 从 约束 条 件 
(4.3.11b) 消去 二 中 不 独立 的 元 . 这 样 就 可 以 把 E REIME E E 
示 ? 

E= QE, a'FpQ = 0. (4.3.14) 
于 是 振动 方程 可 化 为 
Q'g'(K — 1M )gQE = 9. (4.3115) 

从 非 线性 本 征 值 问题 (4.3.13) 来 看 ， 上 上述 简化 就 是 用 近似 的 
动 柔 度 抵 阵 RO) 去 代 炎 (4.3.3) 中 的 精确 值 RW. RA 
(4.3.10) 中 的 pi 部 是 修改 后 结构 的 振 型 时 ， 由 (4.3.13) 给 出 的 
RO) 3: Edict RO) 的 算式 (4.3.5) 中 划 去 未 被 保留 的 振 型 而 
得 到 的 表达 式 。 对 于 别 的 将 多 简化 也 常 可 归结 时 动 凶 度 矩阵 的 

简化 ， 我 们 在 文献 [1] 曾 明 了 这 个 观点 ， 最 近 Palazzolo 等 四 du 
强调 了 这 个 观点 。$4.6 将 专门 讨论 动 柔 度 矩 阵 的 几 种 常用 的 简化 
方法 ， 
竺 开 太 第 一 种 简化 方法 中 ; 子 绸 构 间 的 位 移 连续 条 件 (f3.1b) 
得 到 精确 的 满足 ,而 内 力 协调 条 件 ( 即 运动 方程 (4.3:1a) 中 有 关 的 
几 个 ) 一 般 只 得 到 近似 的 满足 从 这 个 角度 来 看 ;这 第 一 种 简化 方 
法 与 下 节 介 绍 的 约束 子 结构 法 具有 相同 的 为 学 特点 ， 
第 二 种 类 型 的 简化 方法 是 对 内 力 a 作 些 简化 ,例如 假设 
o = Bà, (4.3.16) 


式 中 总 是 新 的 待 求 的 列 阵 ”， 其 维 数 小 于 o, B ERENER. F 


1) 点 和 下 实质 上 是 原 结 淘 和 修改 司 结构 的 亿 此 对 应 的 广义 坐标 ;所 以 六 网 $4.2 说 
明 的 记号 规则 > 用 了 不 带 模 和 带 模 的 同一 个 字 苹 ， 

2) e 是 入 红 构 的 实 有 的 内 力 ，5 是 简化 后 的 广义 内 力 也 可 以 理解 为 对 原 结构 作 
某 此 修改 后 得 到 的 内 力 所 以 用 了 5 这样 一 个 记号 


UA 


用 假设 (4.3.16) 后 ,方程 (4.3.1),(4.3.3) 就 近似 地 简化 为 
(K — 4M)# = apo, (4.3.17a) 
» — B'a'z —0 
d 5 Ru Fs > (4.3.17b 
B'a'pRO) — RUR — AM))RO)als = 0. (43 e 
在 这 第 二 种 简化 方法 中 ， 子 结构 ERN 
i ， 子 结构 间 的 内 力 协调 条 件 得 到 jii 
Jesi fc Erde FUR Dt Vd e 
^ COSA ER 3 Ro 作 简化 假设 (4.3.10) 
:3.16)， 这 时 方程 《4.3.1)， (4.3.3) 相应 地 近似 简化 为 
PK — AM)gi — BaBa, (43.194) 
T E - Bia qi. (4.3.19b 
ed — RR Al )R G)laBs = 0. (4.3 m 
IE RO DEAEGIIES! ERRCNSEE 
SEN ET, 33) 决定 ， 在 这 第 三 种 简化 方法 中， 
巴结 构 间 的 位 移 运 续 条 件 和 内 为 协调 条 件 部 只 得 到 近似 的 满足 


$ 44 约束 子 结构 法 


x 在 约束 子 结构 法 中 ， 固定 原 结构 的 某 些 坐标 oen, 而 把 原 结构 
es 坐标 xs 通 党 叫做 界面 坐标 ， 或 叫做 对 i 
， 有 了 时 也 叫做 子 结构 的 公用 举 标 ， 从 关中 扣除 和 
: 除 xn 后 剩 下 的 
TETUR Teac, DIEE F. a 
算 方便 起 见 , 常 需要 调整 原先 给 定 的 坐标 编号 顺序 ,以 便 做 到 


x! = [xf , xj]. (4.4.1) 
按照 $4.2 中 《汇总 表 》 的 规定 ; xi 中 各 个 坐标 的 顺序 应 使 得 
xpo [xxi]. (44.2) 


ERE 是 第 “个 子 结构 的 坐标 ， 为 了 计算 方便 起 见 ，xs 中 的 各 

d 好 按 界 面 的 顺序 排列 ， ER M SEIE 

求 调整 好 的 前 提 下 讨论 约束 子 结构 法 y 
对 原 结构 的 刚度 矩阵 、 质量 短 陈 也 按 

í Xr, xr 的 关系 分 块 . 这 


Te nal m Zl Ms WW S —0. (443) 


Ki Kss Ma Merd? lxs 
MEE Ku 和 Mu MENT TAAR EE Jn 84.2 中 的 
《汇总 表 》 所 说 明 的 . 
者 构 上 施加 约 
在 原 结构 上 施加 约束 Ntc dd 
后 ,得 到 修改 后 的 结构 ， 它 的 振动 方程 是 
(Ku — Mx — 9. (4.4.5) 


这 个 方程 是 否 便于 求解 , 取决 于 子 结构 的 性 质 和 大 小 . 所 以 在 约 
RTA ER PARE-PAREAN FA. 
这 里 的 原则 要 求 与 $ 4.3 说 明 的 基本 相同 ;不 再 重复 在 贯彻 那些 
原则 时 ,仍然 需要 对 
去 结构 静 动力 分 析 中 的 成 功 经 验 ， 
1 Bro Gat RTI ARR TEE PI. 
dex Em Habs BURUR 278. C45) EERTE (4.4.3) Rud 
复原 方法 可 分 为 精确 求解 和 近似 求解 丙 大 类 ， 而 后 者 又 可 分 为 藻 
干 小 类 . 

先 讨论 精确 的 复原 方法 ， 从 方程 (4.4.3) 的 第 一 个 

(Ku — Mx + (Kis — XMig)xs = 0, 


可 解 出 

x = — RC (Ks — 13Mis)xs. (4.4.6) 
其 中 RO) 仍 代表 修改 后 结构 的 动 柔 度 和 矩阵 : 

ü RO) = (Kn — 4My)^. (44.7) 


为 了 便于 和 后 面 将 介绍 的 各 种 近 似 解 法 对 照 我 们 不 仿 把 精确 关 
系 (44.6) 看 作 是 一 种 假设 而 用 里 效法 对 方程 (4.4.3) 作 变 换 ， 这 
样 得 到 A x : 
{Kon — AMan — (Km — AM) DRO) — ROWE, 
— MA) RO) IC Ks — aMis) yes = 0. (4.4.8) 
282 三 个 非 线性 本 征 值 问题 。 
这 样 就 把 原 结构 的 问题 归结 为 关于 xz 的 一 个 非 线 d 
p doce. 所 以 约束 子 结构 法 有 时 又 叫做 界面 位 移 
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结构 从 力学 上 作 深入 的 研究 ,并 充分 借鉴 过 


157. 它 是 刚 架 分 析 申 的 位 移 转 角 法 的 发 展 ， 从 数学 上 看 ,从 方程 
(4.4.3) 到 (4.4.8) 是 一 种 消去 法 ， 方程 (4.4.8) 的 系数 矩阵 是 原 
结构 的 凝聚 到 自由 度 xs 上 的 凝聚 动 刚度 矩阵 ; 

这 种 精确 的 界面 位 移 法 (在 有 些 文献 中 称 为 超 单元 法 ) 曾 晶 
Serbin?!, Richards-Leung'?!, Leung® jhBi 38, ER, 
EBET 等 试用 过 ， 它 对 于 有 些 类 型 的 问题 是 适宜 的 . 

对 于 不 少 比较 复杂 的 结构 ,在 复原 过 程 申 用 近似 解法 是 可 取 
的 。 这 里 的 近似 解法 几乎 全 都 是 里 效法 ,因而 关键 问 题 是 对 x 作 
出 适当 的 简化 假设 ， 这 些 假设 大 部 属于 下 列 类 型 (例如 见 [22]， 
[37]) 


x, P, pr 
selben aD 
p= [BB c (4.4.10) 
Rh ei EBUR N EFRA, LR E 是 待定 的 系数 . 另 
一 个 待定 的 列 陈 & 代表 复原 回去 的 自由 度 ， 它 的 维 数 等 于 或 小 了 
xs. pE 
$= [41 , di)? (44.11) 
中 的 每 一 列 规 定 了 复原 回去 的 自由 度 的 形态 . 
RIEBE dU 的 办 法 有 许多 种 . 下 面 介 绍 四 称 较 常用 或 可 能 
有 条 的 取 靶 。 第 一 种 方法 直截了当 地 选取 io 


TE K F I AT (4.4.12) 


这 种 取 法 比较 简单 ,对 有 些 问题 是 适用 的 ,但 对 另外 二 些 问题 可 能 
不 利 ， 其 原因 是 与 二 对 应 的 自由 度 形态 9 DOCERE — 4e 3 uk 


1) 利用 自由 于 结构 的 神态 也 可 能 建立 界面 位 移 法 ,例如 见 84.7, 所 以 界面 位 移 法 
的 含义 比 约束 子 结构 法 广 。 


因 钠 乏 经 验 而 很 难 作出 合适 的 假设 . 
$4.7 将 介绍 一 种 依据 自由 于 结构 的 振 型 
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梅 ; 而 与 xs 对 应 的 自由 度 形态 常常 只 涉及 很 小 的 一 个 范围 ( 见 例 
4). 这 种 自由 度 形态 涉及 范围 的 悬殊 ,可 能 使 由 此 得 到 的 方程 在 数 
值 特性 上 不 理想 ,后 面 将 介绍 的 其 它 三 种 方法 ,都 在 不 同 程度 上 扩 
大 了 复原 自由 度 涉及 的 范围 . 

第 二 种 是 对 界面 位 移 oco 重新 组 合 ,这 样 假设 (4.9) 具 体 化 为 ? 


1] 9, E .4.13a 
b- r2 


dtp t ESSERE IRI SCRERE PUER, do 中 的 每 一 列 代表 这 些 
广义 位 移 的 形态 ， 当 Us 的 维 数 与 xs 相当 时 ,公式 (4.4.13b) 仅仅 
是 一 种 坐标 变换 , 以 使 新 的 自由 度 形 态 更 接近 于 预想 中 的 振 型 . 当 
5&2 的 维 数 小 于 za 时 ,公式 (4.4.13b) 是 对 界面 坐标 xs 所 作 的 一 
种 假设 ?用 里 兹 法 把 假设 (4.4.13a) 引信 方程 (4.4.3) 后 可 得 到 


xı = — RYE — 1Myg)xs, (44.14) 
{Kan — Mrs — (Kis — Mis DR 
— RO Ku — AM; )R O10, — Mis) )xs 
一 0. (4.4.15) 


Hp RO) 是 在 RO) 的 振 型 展 升 式 中 去 掉 未 被 保留 在 万 中 的 振 
型 所 得 到 的 结 可 见 在 这 种 情况 下 假设 (4.4.134) 可 理解 为 对 
RO) 的 简化 . 在 $4.6 我 们 将 讨论 直接 从 及 (4) 的 振 型 展开 式 出 
发 的 几 种 简化 方案 ， 
再 用 里 兹 法 把 假设 (4.4.13b) 引入 方程 (4.4.15), 得 到 
Kz — Mar — (Ki ~ AMn) DURO) 
= RO Ky — 4M) RO) Kis 
— 4Mis) babs = 9. (4.4.16) 
第 三 种 方法 是 取 约束 模 态 作为 复原 自由 度 ( 例 如 见 [37]， 
[22]，[60]) 这 就 是 说 在 子 结构 的 界面 坐标 中 依次 取 一 个 等 于 


1) čs 中 的 下 标 B 表 示 Ca 只 影响 到 xa. 后面 的 公式 (4.4.197) HHI E S E 
个 xs 
2) 对 界面 坐标 作假 设 的 做 法 可 能 是 由 Craig-Chang HEARE, 
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1 而 其 余 的 等 于 0, 并 命 子 结构 内 无 载荷 在 上 述 条 件 下 得 到 的 
静 响 应 
— Ki! Ky 


| e-| ; (44.17) 

就 定义 为 约束 模 态 . 在 这 种 方法 中 最 后 得 到 的 假设 是 
一 | 和 | [P > KiKa] Ë (44.182) 
Š s] i 1 Jie (4:4.18b) 


DA (4-4.18b) "TAI qp FA xz 中 的 对 应 元 的 数值 相等 。 但 是 刀 和 za 
代表 着 不 同性 质 的 自由 度 形 态 ,所 以 用 了 两 个 不 同 的 记号 . 
第 四 种 方法 是 前 两 种 方法 的 结合 ， 先 把 界面 坐标 重新 组 合 
后 利用 苍 响 应 扩大 复原 自由 度 涉 及 的 范围. aena 


F 
ree a eit 


利用 设 定 的 界面 位 移 所 产生 的 静 响 应 来 恢复 当初 失去 的 自 由 度 ， 
在 不 少 情况 下 比较 有 利 . 这 是 因为 一 方面 在 低频 情况 下 的 振 型 党 
je 男 一 方面 静 响 应 与 约束 振 型 在 应 变 能 上 不 耦 
AM E 5 CS KE E x — 一 点 可 以 从 平衡 问题 中 的 虚 位 移 原理 
简捷 地 得 到 求 静 响应 是 解 二 个 平衡 问题 与 歼 唤 应 对 应 的 裁 荷 
全 在 界面 上 .把 约束 振 型 取 为 虑 位 移 (界面 位 移 全 等 于 零 ), 可 见 
这 组 载荷 和 位 移 互 不 作 功 ， 下 面 再 从 数学 上 核对 上 述 结论 ; 
20 = xiKx 

5 BI P, 0 snos 
Ed l- (Kr Krp), di! UKA, Kgs 

$, — Ki'Kibs]| E 

$ | Pa I] 


= [EN [7 E 
f | | ties do Kan, 一 M [ 3 
一 EG Kup) 


UU, — KAK 7 K;)dst. (4.4.20) 
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在 选 好 了 假设 (4.4.9) 后 ;方程 (4.4.3) d 就 近似 地 简化 为 
Ka, Ke Ma, Maj fË 
es Pe apos i d] =0, (442D 
其 中 | 
Kss, Ku 8, dui Ku Kaf d 
oy ed 5 js al sn i s pi joy 
Ma, Ma p, di (Ma, Mi pe; du 
Apo d Pede n 
g 到 这 里 已 把 原 系统 的 问题 简化 为 求解 方程 (44.20), 这 个 方 
程 又 有 两 种 解法 . 其 一 是 直接 求解 (4.4.21) 这 个 线性 本 征 值 问题 , 
“由 于 方程 的 阶 数 已 大 为 降低 ， 直接 求解 一 般 是 可 行 的 ， 还 有 一 种 
解法 是 用 消去 法 ， 即 消去 反而 得 到 关于 《 的 一 个 非 线性 本 征 值 问 
题 . 
(Ka — Mg — (GG; — 1M" PRO) — RG 
AMRO — AMi) jg 0. (423) 
其 中 
RO= (Kg — Mi) (4.4.24) 
例 4 BAEN 中 的 三 路 连续 板 ， 原 结构 仍 如 图 4.3.1 (a) 
所 示 . x 有 56 个 元 ， 现在 仍 用 "化 整 为 零 " 的 办 法 ,只 不 过 改 为 固 
定 中 闻 支 庶 上 的 四 个 敬 点 的 转角 ,在 术 例 中 需要 将 图 4.3.1 (a) 所 
示 的 结 点 编号 改 为 如 图 4.4.1(a) 所 示 的 编号 . 三 个 子 结构 的 专用 
编号 依次 为 1—12, 13—20, 21—32, 两 个 界面 上 的 结 点 
编号 依次 为 33 二 36, 37—40, 在 这 个 新 编号 中 , xs 便 是 由 34,35， 
38, 39 四 个 结 点 的 法 向 转角 所 组 成 的 列 陈 
= [05 65, 05; go]7， 
而 x 是 从 x 中 扣除 oes ( 即 * 中 的 最 后 四 个 元 ) 后 所 得 到 的 列 阵 ， 
RI da oe 中 的 前 52 个 元 所 组 成 的 列 阵 , 
从 修改 后 的 结构 到 原 结 构 ， 需 要 补充 当初 失去 的 4 ^B 由 
度 ， 一 种 直截了当 的 做 法 是 补充 xza。 芳 感到 原 经 HIRIN IRE, 把 
xy 按 下 式 重 新 组 合 是 有 利 的 
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| T | T T T 

l 21. e 10l a gl igl 38| 221 2d 
4 2 30] 

dU t BURCH E 
4 | 
3 上 npo um sol. Lgo) om oz oan 
| 

4L sb de gol ol 2d a zal ‘2al 32 


(4.4.13b) 


(4.4.25) 


e 


25 中 各 个 元 所 代表 的 自由 魔 形态 ,都 内 涉及 很 小 的 范围 ,每 
个 只 涉及 4 个 相 邻 的 有 限 单元 。&s 所 代表 的 自由 度 形态 所 涉及 
的 范围 销 大 一 点 * 但 每 个 也 只 涉及 中 间 支 座 两 旁 的 8 个 有 限 单元 . 
为 了 进一步 扩大 复原 自由 度 所 涉及 的 范围 ,可 选用 类 似 (4.4.19) 的 
假设 ,其 中 的 da 可 仍 由 (4.4.25) 决定 ， 
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$45 局 部 刚 化 法 


在 局 部 刚 化 法 中 , 把 原 结 移 的 部 份 零 部 件 想像 为 刚体 ， 在 这 
样 得 到 的 修改 后 的 结构 (可 简称 为 刚 化 结构 ) 中 ,有 部 份 所 谓 次 自 
由 度 ( 也 称 从 自由 度 ) x,? 从 属于 其 余 的 所 谓 主 自由 度 好 而 有 

x = Px. (4.5.1) 
式 中 的 失 阵 了 可 根据 刚 化 的 性 质 确定 。 调整 原 结构 中 各 个 坐标 
的 编号 顺序 ;使 得 原 系 统 的 坐标 列 阵 x 为 


x —[xE, xp. (4.5.2) 
在 原 系统 中 关系 式 (4.5,1) 不 成 立 。 fr 
x= x,— PX, (4.5.3) 


xc, 是 被 刚 化 的 零 部 件 实际 的 弹性 变形 ,现在 得 对 原 系 统 作 一 次 坐 
标 变 换 


xXx xD], x' -[x7,xT]^, (4.5.42) 
I, 9, LP 

eT ， rere .5.4b 

x | 和 x bz)” (4.5.4b) 


Heh 9L 1430-5 38 x, 同 阶 的 单位 矩阵 
的 坐标 列 阵 后 , 刚 化 条 件 (4.5.1) 可 简单 地 表示 为 

x, 一 0. (4.5.5) 
这 个 条 件 与 上 节 的 约束 条 件 〈4.4.4) 完全 相同 。 可 见 在 引进 刚 化 
零 都 件 的 弹性 位 移 后， 局 部 刚 化 法 和 约束 子 结构 法 在 数学 上 完全 
相同 。 上 节 的 许多 数学 解法 都 可 用 于 本 节 ， 所 以 这 两 种 方法 虽然 
在 力学 背景 上 不 同 ,但 在 数学 上 可 归 诺 同一 类 型 的 问题 ， 

本 节 的 局 部 刚 化 法 与 $ 2.5 讨论 的 小 参数 法 有 着 共同 的 力学 
背景 ; 两 者 部 是 在 刚 化 结构 的 基础 上 去 推 策 原 结构 的 特性 ，'$ 2.5 
的 小 参数 法 适用 于 原 结构 中 这 些 零 部 件 的 刚度 本 来 已 很 大 的 情 
况 ; 本 节 的 方法 则 不 受 这 个 限制 . 


把 作为 原 系 绕 


1) 本 节 中 的 xy 的 下 标 了 是 扣 slave， 而 不 是 指 sub-. 
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$46 动 柔 度 的 简化 


METE S A ROZIE REEE RO) 的 简化 本 法 有 很 多 种 汪 较 党 
用 的 有 下 列 四 种 . 
(1) 对 固有 振 型 展开 

zi Beh pe RA) eH SU UBRO s (4.3.5) 24 ELA SIE 
券 查 始 于 何 时 ， 在 近似 计算 中 ,人 们 只 能 取 该 级 数 的 若 于 项 ,通常 
AERIS EL EA Plc ds ir Bo 时 或 者 再 加 上 与 肌 有 关 的 一 项 ， 
所 以 公式 (4.3.5) 在 近似 计算 中 的 实用 价值 取决 于 它 的 收 伍 速 度 . 
这 个 收敛 速度 不 仅 与 待 求 的 本 征 信 % 有 关 ， 并 且 还 与 修改 后 结构 
的 各 个 本 征 值 有 关 . 

当 % 远 小 于 修改 后 结构 的 非 零 本 征 值 时 ， 两 者 相 减 时 便 可 咯 


T 


d, TEMBANG RIERREN (RIA TL RIR 
无 关 的 刚体 自由 度 ) 时 ,近似 地 有 
ROJA BED. S RE eun C gn) 
[E21 d 
其 中 
P= Bo purs Pil. (4.62) 
TARERE e DUC 


Rì) = 


> (4.6.3) 
这 相当 于 在 公式 (4:6.1) hik K = 0. 

当 % 从 零 逐 浙 增 加 时 , 级 数 (4.3.5) 的 收 伊 速度 不 断 加 快 ,以 
致 在 4 接近 第 一 个 非 零 本 征 值 %(p = k H1) 时 ,只 取 级 数 的 前 
项 便 能 得 到 良好 的 近似 ， 当 %>> 2» 后 ,级 数 (4.3.5) 的 收敛 速 
度 先 降低 而 后 回升 ; 当 xev Lou 时 收敛 速度 达到 第 三 个 高 峰 . 当 
^ 再 增加 时 ， 收敛 速度 就 这 样 来 回 摆动 。 (ELE pU TS e fefc 


当 4 不 变 时 ,级 数 (4.3,5) 的 收敛 速度 与 修改 后 结构 的 本 征 值 
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了 之 闻 的 间距 较 大 时 级 数 收 敛 得 较 快 ， 反 
之 则 较 慢 . i 

本 征 值 之 间 的 间距 , 随 结构 的 具体 特点 而 不 同 。 对 于 基本 上 
是 尘 维 的 结构 ; 木 征 信 的 间距 一 般 是 较 大 的 ; 对 于 二 维 尤其 是 三 
维 结 构 ,未 征 值 的 间 虐 便 较 小 ， 有 些 结构 甚至 有 频率 集聚 现象 , 即 
在 很 小 一 段 频率 区 间 内 有 很 多 个 国有 频率 。 对 于 有 频率 集聚 现象 
的 结构 ,级 数 (4:3;5) HISOR HE NITE RE (AER. 

(2) HRF 

d ac Rc IM E eh E, o ROO) 可 以 展开 为 
V BOREAS RU 

RO) = (RK — 1M)" = ü— iR M) K^ 
= R, + 1 F PR, +o (4.6.4) 


其 中 2 
Ro Re (4.65) 
R, = KMR, i23. 
在 自由 子 结构 法 中 , 有 些 子 结构 有 刚体 自由 度 : 在 局 部 刚 化 
法 中 ,有 时 也 会 出 现 刚体 自由 度 : 在 这 种 情况 下 ， RO) 不 能 展 成 
4 的 短 级 数 ,但 可 以 展开 成 多 一 项 的 广义 宪 级 数 
Ro) == +R taR, + PR see, (4.6.6) 
其 中 Ra, Ro Roo A5 a ERRE. UAR (4.6-1) 即 知 
R_, = pp. (4.6.7) 
事实 上 我 们 可 以 想像 Ra 是 从 公式 (4.3.5) 的 前 大 项 得 来 的 ， 而 
R, 已 ;是 从 其 余 各 项 得 来 的 ;根据 振 型 的 正 交 性 质 我 们 可 以 
预见 到 
MX 忆 一 0, 二 0. (4.6.8) 
为 了 决定 Ra, Ros SRI RO) 的 定义 (4.3.4); 即 


(K — iM) rR) (4.6.9) 


依次 取出 此 式 两 端的 同 次 震 的 系数 , 便 可 得 到 一 系列 的 方程 ;由 
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此 可 依次 求 得 各 个 系数 矩阵 。 


1/2 的 系数 
KR.,-— 90. (4.6.10) 
公式 (4.6.7) 给 出 的 及 -, 是 满足 此 方程 的 . 
DIESES 
KR, —I-4- MR. (4.6.11) 


K 是 个 奇异 矩阵 ,所 以 上 式 只 有 在 特殊 情况 下 才 有 解 .有 解 的 充 
分 必要 条 件 是 

giu c MR) = 0. (4.6.12) 
公式 (4.6.7) tb RR, 也 满足 此 方程 。 所 以 此 方程 (4.6.11) 有 
解 。 此 外 从 (4.6.8) 有 


MR, = 0. (4.6.13) 
Ji (4.6.11), (4.6.13) 唯一 地 决定 了 RR,。 关 于 方程 (4.6.11)， 
(4.6.13) 的 若干 具体 解法 可 参考 $2.1, 
4 的 系数 
KR, = MR,.. (4:614) 


BUT Ro 满足 条 件 (4.6.13)， 所 以 方程 (4.6.14) 有 人 解 此 外 从 
(4.6.8) 有 
: pIMR, = 0. (4.6.15) 
HE (4.6.14), (4.6.15) 唯一 地 决定 了 R. 

仿照 以 上 的 办 法 ， 在 方程 (4.6.9) YR E KC CO 22, 2, 
的 系数 ， 并 辅 以 正 交 条 件 (4.6.8), 便 可 依次 决定 Ru, Rp. X 
里 不 再 装 述 . 

震级 数 和 广义 震级 数 的 一 个 重要 特点 是 它 的 收敛 性 易于 估 
V. 命 修改 后 结构 的 最 小 的 非 零 本 征 值 为 zz( 它 也 就 是 子 结构 的 
最 小 的 非 零 本 征 值 )， 那 未 级 数 (4.6.4) 和 (4.6.6) 的 收敛 速度 大 
致 相当 于 下 列 等 比 级 数 

1 1 Li ANA 
i = xii T + (2) 4 el (4.6.16) 

当 4 如 很 小 时 ,级 数 (4.6.4) I (4.6.6) 收敛 得 很 快 ,只 取 头 三 三 
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度 不 断 致 在 1 一 及 时 变 为 发 散 
它 的 实用 价值 。 从 长 远 发 展 看 ; 宕 


平凡 古老 的 级 数 而 看 轻 
级 数 和 广义 宕 级 数 的 作用 将 
着 计算 机 容量 的 增加 ， 人 们 您 来 愈 有 可 
能 一 次 拼装 (ROTE EAR B. 这样 予 结构 与 原 结构 两 本 
征 值 的 差距 将 会 愈 来 您 大 ， 从 而 使 袁 级 数 和 广义 肾 级 数 的 优点 更 
加 显著 .。 Przemieniecki J, S. 首先 在 有 限 单元 法 中 采用 考级 数 
展开 ,并 声称 在 实际 计算 中 只 保留 到 级 数 的 如 项， 就 能 大 大 地 节 
省 计算 量 而 仍 有 足够 的 精度 ， 动 力 分 析 中 Guyan 等 人 提出 的 减 
缩 法 (例如 见 [32]，[43], [44]; [23], [59]) 和 Irons 等 人 提出 
的 主 次 参数 法 (例如 见 [39], [16]) 都 相当 于 取 级 数 (4.6.4) 的 第 
一 项 .近年 来 有 些 作者 (例如 见 汪 311, 11, [50], [27]; [40]; 
[10]) 更 是 有 意识 地 利用 震级 数 展开 : 
舞 级 数 的 特点 是 自 变量 越 小 , 级 数 收 敛 得 越 快 . 为 了 了 充 份 利 
用 这 个 特点 ,可 以 用 移 频 法 .这 个 方法 在 数学 上 是 熟知 的 (例如 见 
[621)] 在 力学 文献 中 Bathe-Wilsone2 CRAE K E Es 
在 其 它 方面 还 用 得 不 多 。 所 谓 移 频 法 ， 就 是 把 本 征 值 的 原点 从 0 
移 至 某 个 恰当 的 值 六 。 这 种 做 法 相当 于 We S E 
LT 
-原来 的 问题 是 求解 代数 本 征 值 问题 


(K — iM)x — 0. (4.6.17) 
如 时 我 们 准备 在 4 = A* 附近 寻找 本 征 值 和 本 征 列 阵 , 那 未 可 以 命 

p=", (4.6.18) 

A-K-—24*M. (4.6.19) 
于 是 方程 (4.6.17) 转变 为 

(À — n M)x = 9. (4.6.20) 


这 便 是 移 频 后 得 到 的 新 的 本 征 信 间 
& 二 0 不 是 本 征 值 。 这 样 动 柔 度 
ROJ = CÀ — gM)^ 


JUL, A7 通常 不 是 本 征 值 ;因而 
:可 展开 成 < RR AURA 
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= ÁUU MA + pw MATY e]. (4620) 
由 于 我 们 只 准备 在 * 一 0 附近 寻求 本 征 值 ， 因 此 可 以 充分 发 挥 级 
数 (4.6.21) 的 优越 性 , 
(3) AAA RERE? 的 混合 展开 
为 了 改善 级 数 (4.3.5) 的 收敛 性 ， 许 多 作者 提出 先 求 (4.3.5) 
与 (4.6.1) 两 式 之 差 ,而 把 RO) 的 算式 转变 为 
Ra d [21:21 
RU) HR Ha 2 a (4.6.22) 
E WE (4.6.1) 右 端的 算式 ， 它 们 也 就 是 用 广 
义 宕 级 数 展 开 式 (4.6.6) 所 得 的 前 两 项 。 这 个 级 数 的 收敛 速度 一 
般 要 比 (4.3.5) 快 一 些 ， 这 种 改善 级 数 收敛 速度 的 办 法 似乎 起 源 
FP v. Karman (J [41], [42])， 后 来 在 平衡 、 稳 定 和 振动 问 
题 中 都 有 广泛 应 用 。 在 振动 问题 中 此 法 常 称 为 模 态 加 速 靶 . 在 模 
态 综合 法 中 ， 这 个 方法 初 见于 文献 [48]， 后 来 又 在 文献 [34]， 
[23], [24], [14], [46]; [15], [53] 中 被 采用 . 
在 模 态 综合 法 中 有 一 种 考虑 “剩余 柔 度 ”的 方法 .这 种 方法 其 
实 就 是 模 态 加 速 法 。 在 实际 工作 中 , 人 们 总 是 在 适当 的 地 方 截断 
公式 (4.3.5) 中 的 级 数 而 只 保 留 前 若干 项 : 设 在 第 个 振 型 后 截 
断 , 这 时 得 到 动 柔 度 的 近似 式 


RG)- zi 2E. (4.6.23) 
公式 (4.3.5) rbi de B5 8 DUI ARI A xa HE , 10120 
RO) 一 21 297 e goa. (46:24) 
ddp 4 
截断 振 型 的 原则 是 
hr Dh, (4.6.25) 


因而 可 以 在 式 (4.6.24) 中 略 去 A 的 影响 而 近似 地 认为 动 的 与 静 的 
剩余 柔 度 相等 


1) 所 谓 < 收尾 ?是 指 公式 (4.6.22) 和 (4.6.31) 末 必 的 那个 级 数 只 取 其 前 若干 项 . 
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RURO) — 2) 93 + papi. (4626) 
a 
XE MEE IE LA, (4.6.23) , 得 到 一 个 更 好 一 些 的 表达 式 
RQ)- 3c DES y FUP Lu (4.6.27) 
ara 


这 个 振 型 截断 加 简 余 具 莱 度 的 公式 ， 正 好 就 是 对 公式 (4.6.22) 作 
同样 的 振 型 截断 所 得 到 的 结果 ， 这 是 因为 式 (4.6.27) 与 精确 公式 
(4.3.5) 的 差别 是 


i i5 nee 
RG)-RO)- X (zh -i)ew 


= EJ-H 4.6.28 
re AW 
它 正 好 是 公式 (4.6.22) PEREKA RG. 
为 了 进一步 改进 级 数 (4.6.22) 的 收敛 性 ,最近 RubinP" 提出 
mM v. Karman 办 法 。 这 样 可 以 依次 得 到 


FER 
R(1) — Rt RS taR t 2j uu c (4.6.29) 


RO) LES. R taR, taR t 2i Re 
(4.6.30) 
从 以 上 几 个 公式 可 以 看 到 ，MacNeal 和 Rubin 方法 的 特点 是 先 
取 广 义 每 级 数 展开 的 前 少数 项 ,而 把 余 项 对 因 有 振 型 展开 . 
一 般 说 来 ， H8 (4.3.5), (4.6.22), (4.6.29) , (4.6.30) 的 收敛 
性 一 个 比 一 个 有 所 改善 ,改善 的 原因 是 在 各 项 的 分 母 中 依次 增加 
了 一 个 因子 五 。 可 见 收敛 性 的 改善 与 本 征 值 的 间距 有 关 ， 间 距 
大 ,改善 得 多 ,间距 小 ;改善 得 少 . 但 是 不 要 以 为 用 一 次 Y, Karman 
方法 就 一 定 能 获得 好 处 。 这 是 因为 用 一 次 v. Karman 方法 后 在 
级 数 的 前 面 会 多 出 一 项 来 ,所 以 只 有 同时 能 在 级 数 后 面 省 去 两 项 ， 
才能 获得 实际 的 好 处 ， 
(4) 以 里 级 数 收尾 的 混合 展开 
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广义 震级 数 展开 适用 于 A « T, 的 情况 ?>， 对 固有 振 型 的 展开 
适用 于 4 ~ 和 的 情况 ， 为 了 有 更 宽 的 适用 范围 , 可 以 采用 以 震级 
数 收 尾 的 混合 展开 式 . 这 是 本 人 在 文献 [1] 提出 来 的 办 法 . 取 级 
数 (4.3.5) 的 前 若干 项 ,例如 前 1 项 (1 常 大 于 修改 后 结构 的 零 本 
HEEREN u > 0)， 而 把 余下 的 各 项 展开 成 4 的 震级 数 。 这 
样 便 得 到 了 一 和 展开 式 


t HAA ROGA, (4.6.31) 
此 式 申 的 壬 级 数 的 收 化 工大 至 相当 于 下 列 等 比 级 数 
H i ? PES 
和 c i ds lj teh. (i63 


BERRAK ina, 公式 (4.6.31) 中 的 震级 数 的 收敛 性 便 是 良好 
的 ;其 收敛 速度 远大 种 展开 式 ， 
AUR PG= 1,2,1) 和 展开 式 (4.6.4) 或 (4.6:6) 中 的 


系数 已 经 求 得 , 那 末 进一步 求 系数 4; 人， 并 不 需要 增加 很 多 
的 工作 量 ， AR (4.6.31) 既然 适用 于 较 大 的 范围 ;0 Sm das 
当然 也 适用 于 较 小 的 范围 , 0 <4 Ap. 在 这 较 小 的 范围 内 ;可 将 
(4.6.31) 再 展开 成 4 的 广义 圭 级 数 ， 这 样 得 到 


Ra) e +5 Su [E salee el 


ifa 


4T À, +15, d PA, 


(4.6.33) 


对 比 (4.6.4), (4.6.33) 两 式 最 后 得 到 


D 再 说 一 下 。 和 是 指 最 小 的 非 零 本 征 值 ， 
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A die EE, (4.6.34) 


§4.7” 双 协调 动态 子 结构 法 


前 几 节 介绍 的 几 种 近似 的 动态 子 结构 法 ,在 子 结构 的 界面 上 ， 
有 的 只 保证 位 移 连 续 有 的 只 保证 内 力 协 调 ,有 的 甚至 两 者 都 不 保 
证 ，Hurtyeg 曾 对 杆 件 系统 这 样 一 类 特殊 结构 。 提 出 了 一 种 能 保 
证 位 移 和 内 力 丙 者 都 协调 的 动态 子 结构 法 ， 后 来 王 文 觉 \ 杜 作 润 、 
陈 康 元 外 把 这 种 方法 推广 到 一 般 的 多 自由 度 系统 的 情况 ， 建 立 了 
比较 完善 的 双 协 调动 态 子 结构 法 。 双 协 调动 态 子 结构 法 与 静 力 有 
限 单元 法 中 的 双 协 调 单 元 ? 类 同 。 葡 力 问题 中 的 双 协调 单元 在 不 
少 情况 下 精度 较 高 , 曾 被 称 为 “高 精度 单元 “。 在 动力 问题 中 双 协 
调动 态 子 结构 法 也 具有 类 似 的 优点 . 

王 文 沉 等 同志 原来 是 在 自由 子 结构 法 的 基础 上 来 实现 双 协 调 
的 ， 其 实 他 们 的 做 法 更 适宜 于 归 入 界面 位 移 法 一 类 . 

双 协 调子 结构 法 也 是 一 种 里 兹 法 ， 因 此 关键 闻 题 仍然 是 对 原 
结构 的 位 移 作 出 适当 的 简化 假设 .可 分 两 大 步 来 满足 双 协 调 要 求 - 
第 一 大 步 是 先 满足 位 移 连续 条 件 ， 然 后 在 第 二 大 步 中 再 引进 必要 
的 新 假设 以 满足 内 力 协 调 条 件 ; 

在 第 一 大 步 中 ,仿照 约束 子 结构 法 ,首先 调整 原来 给 定 的 坐标 
编号 顺序 ,使 得 

x= [x], x517, xv xD, el, (4.7.1) 
其 中 xi(s 一 1,2, 5) 是 第 s 个 于 结构 的 专用 坐标 , xs 是 于 结 
构 间 的 界面 坐标 。 现 在 要 设法 对 x 作出 下 列 形式 的 假设 


<= | er 


1) 在 我 的 书 < 弹 性 力学 变 分 原理 及 其 应 用 >《 科 学 出 版 社 1981 年 ) 中 ， 把 双 协 调 单 
元 称 为 过 分 协调 单元 ， 这 是 因为 单元 间 实 际 满足 的 协调 条 件 超过 了 变 分 原理 
所 要 求 的 。 
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RE a. DUE 

4 — I4, pl (4:13) 
是 选 定 的 拖 阵 而 二 和 和 “是 待定 的 列 降 .所 的 天 小 不 影响 xy 所 
UE p. 规定 的 自 击 度 实 际 上 是 约束 修改 后 结构 的 假设 模 态 . 由 
多 规定 的 自由 度 是 假设 的 复原 自 击 度 . 

在 约束 子 结构 法 中 如 何 选择 布 . 和 外 在 84.4 已 讨论 过 ， 这 里 
可 作 同 上 的 选择 .新 引起 的 
一 个 问题 是 如 何 利用 自由 子 结构 的 振 型 来 形成 约束 子 结构 的 假设 
模 态 ， 解 决 这 个 问题 的 办 法 有 很 多 , 下 面 建议 一 种 比较 简便 的 办 
法 ， 命 第 * 个 自由 子 结构 的 振 型 为 

Pars Pizy a 4777 
命 此 子 结构 除 涉及 它 专用 的 坐标 x, 外 ， 还 涉及 bs A 界面 坐标 
取 O+) 个 相继 振 型 的 线性 组 合 i 
Pa = pu t of eu) t ofpror Hee 

o af enc, (4.7.4) 
适当 地 选取 此 式 中 的 Pe 个 系数 a， 就 能 够 使 qu 中 与 界面 坐标 对 
应 的 如 ARETE. 4E pu 中 再 增补 适当 的 零 元 后 ， 便 可 
作为 约束 修改 后 结构 的 假设 模 态 , 即 可 作为 Pe 中 的 一 列 . 

还 剩 下 的 一 个 间 题 是 对 于 每 个 子 结 构 各 取 几 个 假设 神态 
64.7.4). 这 也 只 能 根据 子 结构 的 固有 频率 来 决定 。 假 设 模 访 并 不 
是 那 种 子 结构 的 振 型 ， 因 而 严格 说 来 ， 并 无 什么 固有 频率 与 它 对 
应 。 但 是 为 了 确定 假设 模 态 的 个 数 。 我 们 不 妨 兴 为 ;与 自由 子 
构 结 的 本 征 值 lv 相对 应 ， 这 样 我 们 便 可 以 根据 

w< 预定 值 (4.2.5 
KEENT AARLE. 


1) RRA RRAK B 55 t ORM. 
2) 这 样 选 定 的 假设 模 态 具有 半 正 交 性 ; 即 当 
li- j> + F 
时 有 正 交 关系 
$hKS4—0, PhiMps = 0. 


”| 


到 这 里 我 们 已 对 第 一 大 步 中 的 几 个 难点 作 了 说 明 . 建立 了 假 
WIRE (4.7.4) 后 ， 实 际 上 已 可 按照 4-4 的 约束 子 结构 法 对 原 结 
构 作 分 析 了 ,下面 接 下 去 讨论 如 何在 假设 (4.7.4) 的 基础 上 再 引进 
新 的 假设 ; 以便 在 子 结构 的 界面 上 满足 内 力 协调 条 件 .将 (4.7:2) 
代入 原 结构 的 运动 方程 (4.4.3) 的 左 端 ;得 到 


er ee sr ee 
el p 


此 式 中 的 可 以 看 作 是 与 近似 解 (4.7.2) 对 应 的 载荷 残 差 。 其 中 
f, Jk Ei x 对 应 的 在 子 结构 内 的 裁 荷 残 差 ， fs 是 与 xz 对 应 的 在 界 
面 上 的 载荷 残 差 . 界面 上 内 力 协调 ,就 是 在 界面 上 没有 载 倘 残 差 ， 
再 利用 虚 功 原理 ,界面 上 内 力 协调 的 条 件 可 表达 为 
oxif, = 9C 98K; — 1M) pE 
+ [GC — 4Mj5)* d; + (Kos — Mss) 


- $315) — 0, 
BI 
Q5 — 1Min) PE + LOGS — aMis) dr 
+ (Kas — 1M,5)d;15) = 0. (4.7.7) 
如 果 当 初 我 们 只 对 x; 和 xz 分 别 进行 假设 即 在 公式 (4.7.2) 中 取 
$; — 0, (4.7.8) 


那 未 界面 内 力 协调 条 件 〈4.7.7) 简化 为 
(开间 一 AMin) PE + (Kos — AMan) = 0. 


(4.7.9) 
这 个 条 件 还 可 更 简洁 地 表达 为 
H 0T. (4.7.1 
ot lor 9. (4.7.10) 


BCPIDRVT RERUM re n f 
nex Kx c 1 GUY Kui) 
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GO Kip) + E (Dat) Kaa ot), (47.112) 
T eMe — 7 (pP? Ma Ge) 
+ (DE MABE) +L Gv? Mesa). (67:118) 


根据 界面 内 力 协调 条 件 〈4.7.7) 或 (4.7.9) TANA Em g h 
的 一 些 适 当 的 元 ,一 般 是 消去 二 中 的 元 ,达到 进一步 减少 自由 度 而 
不 过 份 损失 精度 的 目的 . 
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工程 上 经 常 遇 到 链 式 结构 ， 其 特点 是 整个 结构 可 以 看 作 是 由 
若干 个 子 结构 按 相同 的 方式 丽 丙 对 接 而 成 ?， 所 谓 两 两 对 接 ,是 指 
对 接 面 上 的 所 有 各 点 ， 都 只 是 两 个 子 结构 的 公共 点 。 
式 结构 中 最 典型 的 一 个 例子 。 其 它 如 连续 顶 架 、 多 盘 转 轴 等 等 也 
是 链 式 结构 ， 还 有 一 些 结构 ,本 来 不 属于 链 式 结构 ,但 在 分 析 中 也 


(a) 连续 梁 


ES 

deck 

Cb) 链 式 结构 的 例子 

Bl 5.1.1 

可 以 把 它们 看 作 是 链 式 结构 “图 5.1.2 画 出 了 几 个 这 种 例子 ， 单 
跨 梁 一 般 不 看 作 链 式 结构 。 但 如 果 用 有 限 单元 法 作 分 析 ; 那 未 它 
便 是 由 有 限 单元 组 成 的 链 趟 结构 类 似 地 ; 如 果 用 有 限 条 法 分 析 
矩形 板 , 那 末 它 便 是 由 有 限 条 组 成 的 链 式 结构 ,至 于 圆柱 党 , "tn 
可 看 作 是 由 有 限 条 组 成 的 链 式 结构 ， 也 可 看 作 是 由 有 限 环 组 成 的 


1) 这 是 一 种 狂 义 的 理解 。 广 义 来 说 ， 上 内径 子 结构 前 是 两 两 对 接 的 ,就 算是 链 式 结 
构 ; 不 必 RHR. 
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Ca) 用 有 限 单元 法 解 单 跨 梁 


Cb) 用 有 限 条 法 解 矩 形 板 


Cc) MERAC NER EEA 
图 5.1.2 分 析 中 的 链 式 结构 例子 


链 式 结构 。 刚 架 和 轴 盘 的 振动 分 析 已 有 专门 著作 (例如 见 [3] 和 
[8]). 本 节 讨 论 一 般 的 链 式 结构 的 分 析 方 法 .这 些 方法 一 方面 是 
连续 梁 方 法 的 推广 , 另 一 方面 又 是 子 结构 法 的 特例 。 本 节 介 绍 的 
方法 并 不 要 求 各 个 子 结构 的 内 部 有 相同 的 构造 ， 而 只 要 求 它们 之 
间 有 相同 的 对 接 方式 。 所谓 对 接 方式 相同 是 指 对 接 自由 度 的 性 质 
和 个 数 相同 :- 例如 图 5.1.3 所 示 的 结构 ,第 二 跨 的 构造 与 另 两 跨 不 
同 ,但 是 对 接 方式 是 相同 的 ,因此 它 也 算是 一 个 链 式 结构 . 


图 5.1.4 和 图 5.1.5 画 出 了 由 个 子 结构 组 成 的 开口 和 闭口 的 
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图 5.1.4 


图 5.1.5 


链 式 结构 的 示意 图 . 子 结构 的 对 接 面 都 从 1 开始 编号 .第 i 个 子 
结构 的 两 个 对 接 面 的 编号 为 i 和 (i 十 1) 对 于 闭口 的 链 式 结构 ， 


编号 (i 一 ND, j, G+ N) 代表 同一 个 子 结构 或 同一 个 对 


接 面 ,对 


于 开口 的 链 式 结构 ， 子 结构 的 编号 i 和 对 接 面 的 编号 应 分 别 满 


足 不 等 式 
1«j«N,HzRk«N-1. 


后 面 为 了 公式 的 整齐 划一 起 见 ; 有 时 用 到 了 超出 上 列 范 上 


超出 上 述 编号 范围 的 各 有 关 量 的 含义 临时 再 作 说 明 。 


(4.1) 
BaS. 


图 5.1.6 画 出 了 第 i 个 子 结构 的 示意 图 .两 个 对 接 面 上 的 对 
接 自由 度 的 坐标 分 别 记 为 x; Ropa. 此 巴结 构 的 专用 坐标 记 为 


yi y; 可 以 是 直接 从 离散 化 了 的 子 结构 得 来 的 专用 做 标 ， 


也 可 以 


是 用 约束 子 结构 法 选 出 来 的 模 态 坐标 。 对 于 较 复 杂 的 也 结构 ， 先 
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图 5.1.6 
用 约束 子 结构 法 减少 它 的 专用 自由 度 是 必要 的 。 第 i 个 子 结构 的 
lk Bg 


xf, yy, afal". 
再 命 对 接 面 上 的 内 力 (不 是 外 载荷 ) 为 p} 和 pia. 
现在 先 来 讨论 子 结构 的 特性 .第 i 个子 结构 的 应 变 能 I; 和 
动能 系数 Ti 是 坐标 列 陈 X Yi Xia 的 二 次 齐 次 函数 : 


x, V [Ki Kh, Ki][x; 
Dj yi Ki, Ki, Kh||y; |, (5.1.24) 
ac Ki, Kh, Kill xi 


x V [Mi, Ma, Mi][x; | 
Ure D | Mi, Mi, n | (5.1.2b) 
xu] (Mi, Mb, Mil xia 
WA ess £3 HS 25 fe TT RS RE ZI T E 
n=), T= 5 T (5.1.3) 
Js j=1 
根据 固有 频率 的 变 分 原理 , y; 应 满足 方程 
PO RUE JT (5.1.4) 
Oy; Oy; 
由 于 在 五 和 了 中 只 有 五; 和 Ti 与 3 有关, 所 以 上 式 可 简化 为 
Om, ,107 o, (5.1.5) 
Oy; Oy; 


将 公式 (5.1.2) 代 大 这 个 方程 ,得 到 
(Ki — Mi)x; + (Kb — AMb)y; 
+ (Kh — My)xiti = 9. (5.1.6) 
由 此 可 解 出 yj: 
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yj = Aj; Birjis (51.7) 


其 中 

(0 Ajo — KE AME)? UC, — 11), 

Bj = — (Kh — AME) (Kl — AM). 

公式 (5.1.7) 相当 于 梁 理 论 中 已 知 梁 两 端的 找 度 和 转角 求 梁 中 间 
各 点 的 绕 度 的 公式 . 

对 接 面 上 的 内 为 可 通过 于 结构 的 应 变 能 和 动能 系数 用 对 接 华 
标 表示 如 下 : 
pj — (em 4 225) = Fyx,— Gxn, 


(5.1.8) 


Ox; Ox; ch 
OTI, 9T; Y i 
Pin orma Ag Gl b Hiis 


F;— Ki, — AM + (Ki — 4ML,)A;, 
G; = Ki, — AM + (Kl; — AME)B;, (5.1.10) 
H; = Ki — Mi + (Kl — AME)B;, 
XC ASRAHSU FRE HB E A a DEER PR ORT B ER 
BIRAR. TER I 和 7; 对 xj 或 xiwi 的 导数 时 ,最 好 先 将 公式 
(5.1.7) 代 人 Tr 和 Tj 的 公式 然后 再 求 导数 . 这 样 即 使 在 求 yj 时 有 
一 阶 小 量 的 误差 ,最 后 求 得 的 固有 闫 率 却 只 有 二 阶 小 量 的 误差 .如 
果 y 计 算得 相当 精确 , 那 末 先 求 偏 导数 然后 再 把 公式 (5.1.7) 代 
人 也 是 可 以 的 。 当 y, 是 精确 解 时 ,两 种 运算 的 结果 相同 . 
还 有 一 种 描述 也 结构 特性 的 方法 是 传递 矩阵 法 ， 在 苏联 和 我 
国 早期 的 文献 中 常 叫做 初 参数 法 四 中。 对 接 面 土 的 位 移 oe; 和 内 力 
p; 合 在 一 起 称 为 对 接 面 的 状态 , 记 为 
í s= [x], p? ]7. (5.1.11) 
前 面 已 经 假定 了 各 个 对 接 面 具有 相同 性 质 和 相同 个 数 的 对 接 自由 
度 , 因 此 从 公式 (5.1.9) 可 以 得 到 相 邻 两 个 状态 s; R1 si 的 联系 
Sjn = Tias, (5.1.12) 


其 中 
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Th [a mer, 
Tia 称 为 从 第 了 个 对 接 面 到 第 G 十 1) 个 对 接 面 的 传递 矩阵 ， 简 
称 从 7 到 (; 十 .1) 的 传递 矩阵 。 在 专著 [61 的 附录 中 有 多 种 结构 
BO FREIE AA S 
说 明了 子 结构 的 特性 之 后 ， 现 在 可 以 进而 来 建立 整个 链 式 结 
构 的 振动 方程 : ;推理 上 比较 简单 的 一 种 办 法 是 利用 传递 矩阵 。 根 
据 公式 (5.1.2) 作 一 过 串 的 矩阵 乘法 后 可 得 到 


Syy = Tati, (5.1.14) 
其 中 
了 一 (5.1.15) 
对 于 闭口 的 链 式 结构 ， 
Sy = Sa, (5.1.16) 
因而 从 方程 (5.1.14) 立即 得 到 齐 次 方程 
(Tiha — Ds, — 9. (5.1.17) 


式 中 的 了 是 相应 阶 次 的 单位 矩阵 , 方程 (5.1.17) 便 是 关于 e 的 一 
个 非 线性 本 征 值 问题 . 

对 于 开口 的 链 式 结构 , 情况 比 闭口 的 稍 复 杂 一 些 . 第 1 个 和 
第 CN + 1) 个 界面 实际 上 是 整个 结构 的 边界 面 ， 因 此 状态 % 和 
Sy 要 满足 一 定 的 边界 条 件 。 例 如 对 于 全 国 支 的 一 端 应 有 


Xi 一 0 或 xy. (5.1.18a) 
对 于 全 自由 的 二 端 应 有 
Pi 一 0 或 psa 0. (5.1.18b) 


对 于 部 份 固 支部 份 自由 的 边界 ， 以 及 对 于 更 加 一 般 的 弹性 支承 边 

界 , 边 界 条 件 都 可 以 整理 成 下 列 和 矩阵 形式 : 3 
p,— Pon, pun — — Purin (5.1.18c) 

总 之 ;不 论 对 于 哪 种 边界 条 件 ,边界 状态 列 阵 中 都 只 有 一 半 的 元 是 

独立 的 。 这 样 方程 (5.1.14) 汇 同 边界 条 件 (5.1.18) 便 是 一 组 齐 次 

方程 ,是 一 个 非 线性 的 本 征 值 问题. 

对 于 一 些 简单 的 子 结构 , 传递 短 阵 能 用 公式 表示 出 来 。 这 时 
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mc oc — RE 


用 传递 矩阵 法 建立 的 链 式 结构 的 振动 方程 有 相当 的 实用 价值 .对 
于 一 些 较 复 杂 的 子 结构 ,传递 矩阵 只 能 表示 成 数字 形式 ,这 时 数值 
计算 可 能 会 遇 到 困难 ， 主 要 是 在 计算 高 阶 的 本 征 值 时 ,4 的 值 较 
大 ,传递 矩 阵 常 常 是 病态 的 数值 精度 难于 保证 ,在 专著 [6] 中 讨 
论 到 这 个 困难 ,并 提出 了 一 些 解决 困难 的 办 法 . 

对 于 较 复 杂 的 子 结构 ;采用 下 述 的 矩阵 三 项 方程 更 适宜 一 些 ， 
第 ; 个 对 接 面 上 的 内 力 py, 从 第 (i 一 D 个 子 结构 计算 有 


p; = Giaxj,- Hj ax;, (5.1.192) 
从 第 了 个 子 结构 计算 有 
pi = — Fx) — Gjxya. (5.1.19b) 


由 此 立即 得 到 三 项 方程 
Gija + (Hi Fj)x; + Gx = 0, 
j=2,3, N. 
这 个 方程 相当 于 连续 梁 理 论 中 的 三 转角 方程 . 
在 整个 结构 的 边界 面 上 要 满足 给 定 的 边界 条 件 . 在 i 二 1 的 
边界 面 上 ， 


(5.1.20) 


p = — Fix — Gx,. (5.1.21) 
因此 边界 条 件 (5.1.18 a 一 c) 相应 地 化 为 
x,— 0, (5.1.2224) 
— Fx, — Gx, = 0, (5.1.22b) 
(P, + Fi), 4- Gx,= 0. (5.1.22c) 
Eint 的 边界 面 上 ， 
put: = Ghxn 十 Hsxya, (5.1.23) 
因而 边界 条 件 (5.1.18a 一 ce) 相应 地 简化 为 
xnu = 0， (5:1.24a) 
Ghxy + Hyxyaa = 0, (5.1.24b) 
Giáxy + (Pyy + Hy)xyai = 0. (5.1.24) 


HE (5.1.22c), (5.1.20), (5.1.24) 合 在 一 起 ， 是 一 组 齐 次 方程 
是 2 的 一 个 非 线性 本 征 值 问题 ， 这 组 方程 的 系数 答 阵 是 
è 123 + 


|， 5.1.25) 


式 中 框 出 的 那个 元 素 ( 刀 ,十 F) 所 在 的 位 置 是 第 i 行 第 i 列 . 
和 矩阵 D.C) 其 实 就 是 原 有 链 式 结构 的 凝聚 到 对 接 自由 度 
一 [2 (5.1.26) 
上 上 的 凝聚 动 刚度 。 上述 计算 EF, G, Hi EKRE 
三 项 方程 的 优点 有 三 。 其 一 是 它 的 系数 矩阵 D.C») 的 数值 特 
性 较 好 。 其 二 , 更 重要 的 一 个 优点 (例如 见 [7]) 是 可 以 应 用 $3.8 
TARI Wittrick-Williams 的 频率 计数 公式 
JG) = 5) + NEDQD]. (5.1.27) 
Ah, JU) 是 原 链 式 结构 的 本 征 值 计数 函数 ，J],(%) 是 约束 修改 
( 即 命 x 一 0) 后 结构 的 本 征 值 计数 函数 ,NLD.(4)] 是 矩阵 
D.C) 的 非 正 本 征 值 数 .这 样 在 应 用 试 算法 或 迭代 法 时 ， 可 以 知 
道 在 某 区 间 内 有 没有 和 有 多 少 个 本 征 值 . 


$52 ”过 转 对 称 结构 


进 转 对 称 结构 在 工程 上 遇见 得 不 少 ， 各 类 塔 架 , 电厂 的 冷却 
塔 ,叶轮 机 的 转子 , 某 些 空间 飞行 器 , 大 型 的 地 面 的 以 及 机 载 的 抛 
物 面 天 线 等 便 是 一 些 典 型 的 例子 .这 类 结构 的 特点 是 存在 一 个 对 
称 轴 ; 当 结构 ( 仅 指 结构 本 身 , 不 管 外 加 的 载荷 ) 绕 此 轴 旋转 一 适当 
的 角度 “ 后， 结构 又 恢复 其 原来 的 样子 符合 这 一 条 件 的 最 小 的 
% 角 , 称 为 巡 转 对 称 的 周期 . 命 


Vu (5.2.1) 
æ 
N 必 为 一 整数 , 称 为 巡 转 对 称 的 阶 数 ， 
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过 转 对 称 结构 又 可 分 成 两 大 类 。 一 类 是 除了 有 过 转 对 称 性 外 
还 兼 有 镜 提 对 称 性 , 合 称 锁 象 通 转 对 称 性 ,如 图 5.2.1 所 示 的 结构 。 
男 一 类 是 只 有 角 转 对 称 性 而 无 镜 象 对 称 性 ， 如 图 5.2.2 所 示 的 结 
构 。 本 节 介绍 的 分 析 方 法 适用 于 这 两 类 结构 . 


A 
SS 


图 5.2.1 ARRERA 


讨论 色 转 对 称 结构 的 静 力 问题 、 固 有 拨 动 问题 和 强迫 振动 间 
题 的 文献 很 多 ,其 中 不 少 工作 是 大 同 小 异 的 ,归纳 起 来 ;所 用 的 方 
法 太 致 可 分 成 三 类 第 一 类 是 短 陈 差分 方程 法 ， 第 二 类 是 循环 矩 
阵 法 , 第 三 类 是 群 论 法 。 这 几 种 方法 的 代表 性 文献 可 见 本 章 的 参 
考 文献 。 在 有 关 过 转 对 称 结构 问题 的 文献 中 , 这 三 类 方法 是 等 价 
的 ; 或 者 改 用 数学 中 的 专门 术语 来 说 , 彼此 是 同 构 的 ， 相 比 之 下 ， 
矩阵 差分 方程 法 涉及 的 数学 较 少 ,可 能 较 易 理解 和 应 用 ,因此 本 敬 
只 介绍 和 矩阵 差分 方程 法 . 群 论 法 是 最 一 般 的 方法 , 它 能 充 份 利用 对 
称 性 能 处 理 男 两 类 方法 处 理 不 了 的 某 些 其 它 的 对 称 人 性 ,图 5.2.3 


画 出 了 一 个 由 30 根 相同 杆 件 组 成 的 刚 架 。 这 个 刚 架 类 似 于 一 个 
iE 12 面体 ,具有 明显 的 对 称 性 但 是 矩阵 差分 方程 靶 和 循环 和 矩阵 
*125* 


法 都 无 法 利用 这 种 对 称 性 ， 
”分 析 迎 转 对 称 结构 ， 一 般 采 用 圆柱 坐标 系 (*， 0, 2), 并 把 对 
PARA Ai 结构 中 某 点 的 位 移 按 n, 0, 2 三 个 方向 分 解 ， 用 
入 个 半 平 面 

8—0,—0,4- na, 1n — 0, 1,**, (N — 1) (5.2.2) 
| 将 原 结构 划分 成 Y 个 相同 的 子 结构 本 节 和 下 节 记 说 的 子 结构 ， 
| 都 是 指 这 样 分 割 得 到 的 子 结构 .从 原色 上 说 ， 公 式 (5.2.2) 中 的 
“6, 可 取 任 意 定 值 ,但 从 实际 工作 券 虑 ,应 该 选取 计算 比较 方便 的 分 
界面 ， 例如 使 分 界面 的 自由 度 比较 少 , 使 子 结构 的 特性 比较 易于 
| 描述 等 等 ， 对 于 兼 有 镜 象 对 称 性 的 结构 , 分 界面 一 般 都 取 在 对 称 
面 上 。 这样 得 到 的 子 结构 也 会 有 镜像 对 称 性 ， 
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URNA UHR EXRSSR AMNIS. —BÉBHECRTDUBTERE— M 
FL ees Eg (一 些 例外 的 博 况 下 池 再 讨论 )， 而 可 以 采用 上 节 
的 方法 ;由 于 各 个 于 结构 痢 相 同 ; 子 结构 的 特性 与 编号 无 关 ， 上 上 
市 的 许多 公式 和 方程 可 得 到 简化 。 例如 公式 (5.1.7); (5.1:9)， 
(5.1.13) 分 别 简化 为 


= Ax) + Bx, (5.2.3) 
PEE Ew GE; (5.2.4a) 
Pi 一 GT 十 Hx, 


Th- T= IGAR Gh ] 


las — HG^F, — HG) 
其 中 A, B, F, G, H, T A 848 joe ABE. 

过 转 对 称 结构 的 一 个 最 主要 的 特性 是 整个 结构 的 问题 可 以 分 
解 成 一 系列 子 结构 希 模 的 小 问题 ， 这 个 特性 最 容易 从 传递 矩阵 看 
到 ,上 节 已 列 出 了 闭口 的 链 式 结构 的 方程 (5.1.17)， 对 于 通 转 对 


(5.2.5) 


称 的 结构 ， 
i T= TETA TET, (5.2.6) 
因此 方程 (5.1.17) 简化 为 
(T* — Ds — 0, (5.2.7) 
此 方程 能 作 因子 分 解 
I] «(r-:5-nDs-o. (5.2.8) 
-gnay 
由 此 可 知 原 问 题 可 分 解 成 如 下 的 六 个 小 问题 ?: 
(T— oe rs, — 0, z EXE zu (5.2.9) 


相应 地 各 个 界面 上 状态 列 隆之 间 有 下 列 简 单 联 系 


1) 与 n= k 相应 的 两 个 解 互 为 共 柏 复数 ， 所 以 实际 作 数值 计算 时 只 取 ” 之 0 
ETAT. 
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RATS NC (5.2.10) 
AUR JUR DRA ESOS HIE, RASERER n 给 出 相同 
的 本 征 值 和 有 简单 联系 的 本 征 列 阵 .这 样 丸 个 小 间 题 中 只 有 一 半 
( 当 交 为 偶数 时 ) 或 一 半 多 一 点 ( 当 为 奇数 时 ) 是 独立 的 。 
传递 矩阵 法 虽然 在 推导 基本 特性 (5.2.10) 时 比较 方便 ， 但 在 
作 数 值 计算 时 常常 不 及 三 项 方程 。 对 于 进 转 对 称 的 结构 ,系数 矩 
阵 与 子 结构 的 编号 无 关 ,方程 (5.1.20) 简化 为 
Gx; + (H+ F)x; FGxn =0, j—1,2,---, N. 
(5:211) 
状态 列 阵 的 变化 既然 遵守 规律 (5.2.10), 界面 坐标 列 阵 的 变化 必 
然 遵 守 相 同 的 规律 
ee RENT ed (22) 


将 此 代 人 (5.2.11), 得 到 


GV Goo HEF te T Gx = 0, 


N K (5:243) 
一 全 一 “去 之 . 
gm cm 


t 式 定义 了 一 个 非 线性 本 征 值 间 题 ， 由 此 可 解 出 本 征 值 多 和 相应 
的 xy, 然后 可 根据 公式 (5.2.12) 依次 求 出 其 它 各 个 界面 上 的 位 移 
列 阵 .“ 

在 某 些 问题 中 ， 计 算 系数 矩阵 F, G, H 和解 算 非 线性 本 征 
值 问题 可 能 比较 麻烦 ， 这 时 可 把 问题 (5.2.13) 化 为 一 个 子 结构 的 
线性 本 征 值 问题 。 设想 从 原 结构 中 取出 一 个 子 结构 , 例如 第 ; 个 
子 结构 .我 们 已 经 知道 了 


Rani 


PES (5.2.14) 
这 样 x; 和 xia 可 以 用 它们 的 几何 平均 值 z; 表示 如 下 : 
AE ae (52.15) 


根据 这 个 关系 我 们 就 能 够 在 子 结构 的 层次 上 建立 起 线性 本 征 值 问 


B.E /个子 结构 的 应 变 能 D, 和 动能 系数 7/ 本 来 是 x, Vj ta 


的 二 次 齐 次 函数 
; xj Ka, kn K3][»; 
m-l|y | |K, Ka, [s V 2163) 
Xi ub Kus Kas Koll xu 
x; [Ma Mo, Mx, 1 
Dor Y; |i: Ma, wl; | (5.2.16b) 
xiu]. (Ma, Ma, Mall æj 


将 (5.2.15) 代 人 上 式 , 得 到 


we el cao 


i [n Mi, Mix; 
mue 5 
TUS K Ius. il [;]. (2176) 
其 中 
E A 
Kice * Kok Kut Kate Ka, 
Kn = (Ka) =e W Kader. Ky, (5.2.18a) 
Ka = Kp 
E TA 
Mi =e "Ma + Ma + Myte N Ms, 
Mi = (M3) = e Mane. Mo, (5.2.18b) 
M3 = Ma. 


Ah EEA LfN k SEEE, TRIS 2.17) 
即 可 列 出 线性 本 征 值 问题 

| —AMi, Kn— "m 图 A 
Ka — aMi, K5—2AM5 
它 与 非 线性 本 征 值 问题 是 等 价 的 。 


(5.2.19) 


$53. 子 结构 有 刚性 联系 的 过 转 对 称 结构 
先 来 考虑 几 个 例子 ， 图 5.3.1 示 一 迎 转 对 称 的 平面 正六 边 形 
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WA, tiae nn 和 BiBi Be RA 

n AERA BiB,- Bo 都 为 弹 狂 杆 时 ;可 以 用 上 池 的 
办 法 求解 当 其 中 有 一 个 框架 (例如 B18,:… B6) 为 刚性 时 ， 这 便 
是 对 结构 间 有 刚性 联系 的 一 个 角 转 对 称 结构 .这 时 B,，B,, 
Bs 六 个 节点 的 位 移 和 转角 是 不 独立 的 ,图 5.3.2 所 示 的 刚 架 。 有 一 


A ^ 


图 5.3.1 


BH 5.3.2 
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个 结 点 B 存 对 称 轴 上 .。 把 此 结构 分 割 成 六 个 子 结构 后 , ERIS 
的 一 点 了 变 成 了 六 个 结 点 Bus Bos os Bs， 这 六 个 结 点 的 位 移 和 


转角 显然 是 不 独立 的 .图 5.3.2 所 示 的 结构 可 以 看 作 是 图 5.3.1 所 


示 的 结构 在 Bi, B;,…,B6 趋 于 一 点 时 的 极限 情况 ， 


图 5.3.3 
现在 来 考虑 一 般 的 情况 ， 在 进 转 对 称 的 结构 中 有 一 个 通 转 对 
称 的 刚体 ， 设 这 个 刚体 在 *, y, 7 坐标 系 中 的 位 移 和 转角 为 
Ux, Hy s Hg, Ox, Oy, Oga 
命 刚 体 上 任 一 点 PCr，8， z) 的 位 移 和 转角 在 圆柱 坐标 系 中 的 分 量 
为 


Ups Ups Uns Ory (95 Og. 
参考 图 5.3.3 可 得 到 
v, = (us + zwy) cosO + (uy — 20x) sin, 
vg = (uy + sos)cosb — (us + gt0y) sing + ros, 
v, = — r0, cosÓ + ros sing + tas 
t, = t, cos + wy sinb, (5.3.1) 
wg = (cos — c sinÓ, 
[LE 
将 三 角 函 数 代 以 
5 
2 2i 
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得 到 


Unm E (ux soy) Le Quy — zaw] e®i 
2 2i 
1 ; 
+ [E n Ero £o zopje, 
2 2i 
n [E tu — rw) — Lo zop] 
2 2 
m eret es dt -0 
2 Ox » Cus or 205) e? + ro, 


ets d 1 
V. ( 2 ros + È ros jet (5.3.2) 


各 个 也 结构 中 的 同位 点 ( 见 对 应 点 ) 的 r , z 两 个 坐标 相等 ， 只 
有 0 坐标 不 等 .公式 (5.3.1) 和 (5.3.2) 给 出 了 具有 刚性 联系 的 同 
位 点 的 位 移 和 转角 随 角度 9 而 变化 的 规律 . 

上 节 已 证 明了 , 当 角 转 对 称 结构 作 固有 振动 时 ,各 个 界面 上 的 
状态 必 满足 关系 式 〈5.2.10)， 因而 界面 位 移 列 阵 必 满 足 同类 的 关 
系 


MX Xi, Or nr. (5.3.3) 


在 推导 这 个 关系 式 时 只 用 到 对 称 性 ， 并 不 涉及 结构 中 各 个 零件 的 
刚性 的 大 小 。 所 以 当 结构 中 有 几 个 零件 为 刚体 时 公式 (5.3.3) 依 


via2s 


h 


ERI. AR (5.3.2) 和 (5.3.3) 都 给 出 了 界面 上 同位 点 的 位 移 和 
转角 随 9 而 变化 的 规律 . 两 者 显然 应 该 是 协调 的 

当 结构 的 振动 相应 于 ”一 0 时， 公式 (5.3.2) 和 (5.3.3) 的 一 
致 性 要 求 


us = uy = 0, wr = oy = 0, (5.3.42) 

v7 0, vo = rs, ur 一 oo 一 0. (5.3.4b) 

这 就 是 说 在 z = 0 BUR. X4 FORERO ES FL STRER TR < 

轴 方 向 的 平移 和 绕 z 轴 的 转动 这 样 两 个 自由 度 . 当 结 构 兼 有 镜 象 
对 称 性 时 ,这 两 个 自由 度 不 耦合 . 

当 结 构 的 振动 相应 于 # 二 1 时 ， 公 式 (5.3.2) 和 (5.3.3) 的 一 致 


"usb iny =u, — 0, os tioy — 0, — 0, (5.3.5a) 


sp iv, v, = — rog, € = iw, c, — 0. (5.3.5b) 
ERMET ELHCSERKES UL Ue E ARCRT G8 BRE 25 REEMA 
个 轴 的 转动 ,但 从 独立 的 自由 度 来 看 ,平移 和 转动 都 只 各 有 一 个 自 
由 度 . 
当 结 构 的 振动 相应 于 4 一 一 1 时 , 公式 (5.3.2) 和 (5.3.3) 的 
一 致 性 要 求 


u, — iu, =u, — 0, e. — doy — 0, 7 0, — (5.3.62) 


dg —is,, v= — ros, wo = — iwn os 一 0. (5.3.6b) 
这 相当 于 把 公式 (5.3.5) HH i 改 为 (一 部 . 
当 结 构 的 振动 相应 于 |z| > 2 时 ,公式 (5.3.2) 和 (5.3.3) 的 


一 致 性 要 求 
u, = uy =u, m0, 0s = 0y m, 7 0 (5.3.7a) 
v= vy m 9, 0, 0, = oo = à, = D. (5.3.7b) 
此 式 表 明 在 这 种 情况 下 角 转 对 称 的 刚体 固定 不 动 ， 相当 于 一 个 刚 
EXE. 


综 上 所 述 可 见 ,在 这 类 问题 中 ,在 计算 子 结构 的 特性 时 需要 区 
Sia-0,»— +1, |a| >2 等 四 种 情况 .在 实际 计算 工作 中 ,我 
们 不 妨 先 设 想 将 角 转 对 称 的 一 个 则 体 按 子 结 构 的 分 割 方式 分 割 成 
人 块 ,每 个 子 结构 得 一 块 。 暂 时 假设 这 立 块 刚体 彼此 无 联系 ;我们 
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来 计算 子 结构 的 刚度 短 阵 和 质量 答 阵 . 然后 再 对 志 二 0 和 一 二 1 
lz| S 2 等 四 种 情况 分 别 按 关系 式 (5.3.4)~(5.3.7) 减 缩 掉 不 独 
立 的 自由 度 . 这样 便 可 得 到 在 各 种 情况 下 实际 所 需 的 子 结构 的 刚 
度 和 矩阵 和 质量 矩阵 ,一 旦 求 得 了 这 四 个 矩阵 , 接 下 去 的 做 > 
WHEAT. KERER. 
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